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2 Conduttori e campo elettrostatico
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Una sfera conduttrice, isolata e scarica, di raggio R viene immersa in un campo elettrico uniforme di
modulo Ey; il potenziale vale Vy nel punto coincidente col centro della sfera quando questa non c’e.
Calcolare il potenziale della sfera, la desnita di di carica indotta e il campo elettrico sulla superficie.
Ripetere il calcolo nel caso in qui la sfera, pur restando isolata, possieda una carica Q.

Soluzione Qror = 0: V(R) =1}, E(R) = 3Eycosf e o(R) = 3g9gE cos b.

Soluzione Qror # 0: 0(R) = $%>+320Eg cos 0, V(R) = Vot -2y e E(R) = (ﬁ + 3Ey cos 9) 7

Una carica puntiforme positiva ¢ si trova a distanza x da un piano conduttore indefinito a potenziale

costante V' = 0. Calcolare la forza con cui la carica & attirata dal piano.
__1 ¢
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Una sfera condutrice di raggio R ¢ scarica e mantenuta a V' = 0. A una distanza d dal centro della
sfera viene posta una carica puntiforme ¢. Calolare la forza di attrazione subita dalla carica q e la
denista di carica indotta sulla sfera.

Soluzione: F —

— 2
. . _ _¢°R 1
Soluzione: |F|= ;L% 70 R2>2
-a2
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— 4R “R2
o(R,0) = T (R*+d2—2dR cos 0)3/2
Nei problemi precedenti abbiamo utilizzato il metodo della carica immagine per risolvere problemi

di elettrostatica in presenza di conduttori. Il conduttore del problema fisico veniva sostituito per
una carica immaginaria, che replicava le condizioni al contorno originarie. Questo metodo si basa
nell’unicita dell’equazione di Poisson V2V () = % che descrive le proprieta di un sistema elettro-
statico. Dimostrare 'unicita dell’equazione di Poisson in una regione dello spazio 2 delimitata dalla

superficie S.

Indicazione: Dimostrare per assurdo. Assumere due possibili soluzioni V; (7) e V() che soddisfano
la condizione al contorno con potenziale costante V(7 = 7s) = Vg e Vo(7" = 7g) = Vg.

Data una sfera conduttrice carica con densita uniforme di carica o calcolare la forza esercitata su un
elemento di superfice dal resto Eiel conduttore.

Soluzione: df = £-dSi = Ul = 1o B? = u,

Si hanno due sfere concentriche conduttrici. Sulla sfera esterna di raggio Rs, viene depositata una
carica ¢o e su quella interna di raggio Ry viene depositata una carica g;. Subito dope le cariche sono
depositate si produce I'induzione elettrostatica: a) calcolare il potenziale nella superficie della sfera
esterna considerando V(co) = 0. Succesivamente si aggiunge sulla sfera esterna una carica —ga: b)
calcolare la diferenza tra i potenziali prima e dopo aver aggiunto la carica —go sulla sfera esterna; e
¢) calcolare anche il potenziale sulla superficie della sfera interna.

Soluzione a): V,(R2) = %

Soluzione b): Vj(Rs) — Vo(R2) = — 224

Soluzione c): V4(R1) — V,(R1)
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Due sfere conduttrici cariche, di raggio R; e Ra, sono poste a distanza x, molto maggiore dei raggi
delle sfere. La prima sfera ¢ isolata e ha una carica g1, la seconda ¢ mantenuta al potenziale V5
rispetto al infinito. a) Calcolre il potenziale Vi, la carica go e la forza tra le sfere; b) calcolare inoltre
i coefficienti di potenziale V; = ) y bijqj, e quelli di capacita e induzione ¢; = y cijVj.

Soluzione a): ¢y = dmegRaVo — qlﬁ

q1 _ RiR RzV2 ~ @ RoVo
V 47T8()R1 (1 2 ) + 47TE()R1 + x
_ _ (@aRVe 4R \ -
F12 - ( x2 Iregas )

Soluzione b): I coefficienti ¢;; sono detti di capacita, ¢;; d’induzione e i b;; di potenziale. Essi
dipendono esclusivamente della geometria del sistema e hanno le proprieta: c;; = cji; bij = bji;
Cz‘z‘>0§ Cij<06bm'2bij>0
_ 1. _ _ 1 . — 1
b1 = 4meo Ry b1z = by1 = dmeqz’ bao = 4meo Ra
Ameg Ry AregR1Ro . _ 4mwegR2

C11 = RiRyo C12 = C21 = ———F7  Rr. g\ €22 = RiR
1-E a(1-F152) 1-File

T
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Nel sistema di condensatori in figura le armature
sono connesse ai potenziali fissi Vi = 100 V, V5 = C} Cy
200 V e V3 = 300 V. Calcolare il potenziale V'
del conduttore centrale se C; = buF, Cy = 8uF e
Cs = 3uF.

Soluzione: — 4

CiVi+CaVa+C3Vs
V= o/ 1875V

(@]
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Nel circuito in figura la batteria fornisce una d.d.p
Vo = 12 V. Le capacita dei condensatori sono C = L{

S

330pF, Cy = 470pF, C3 = 560pF e Cy = 1000pF.
Determinare la carica di ciascun condensatore e Cs o
I’energia elettrostatica del sistema a seconda che ‘

I'interruttore S sia aperto o chiuso. Nel caso in
cui la capacita di uno dei condesatori sia molto

%rande e le altre uguali tra loro, dimostrare che Vo
YUS aperto — §
US chiuso 4° | |

Soluzione interruttore aperto: ¢ = ¢ = G1C2 v = 2.33 nC; g3 = q4 = G304 1 — 4.31 nC;

C1+Co C3+Cy
_1{( CiCy C3Cy 2 _
U =4 (8% + &%) V¢ = 3980
i i S 1SO: — _C1(CaHCy) yr _ e = C3(C2tCa) yr
Soluzione interruttore chiuso: ¢; = 01+CQ+CB+C4V0 = 2.466 nC; ¢3 = Cl+02+03+C4V0 = 4.185

L Ca(Ch4C) _ . Ca(Ch4Cs) _ 17 1(C14C3)(Ca+Ca) v 2
nG; = o) Vo = 2126 nC; 4 = i Vo = 4.525 nC; U = LGt e
39.9n

In un condensatore piano con armature di superficie S e separate una distanza h, viene inserita una
lastra conduttrice con la stessa superfice e spessore d. Calcolare di quanto varia la capacita del con-
densatore C' e quanto lavoro il sistema compie durante I'inserimento della lastra, prima assumendo
che la carica () rimane costante e poi assumendo che la differenza di potenziale V' tra le armature
rimane costante.

ione: (1 — 1 e0S. — 1@ 1 2 o si pud
Soluzione: C = - a7h h i Lo=cost = 26050!7 Ly—cost = 574 Thh 2y si puo comprovare che

1
Lq:cost = mLV:cos‘c
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Le armature superiori di due condensatori piani
sono collegate insieme da un conduttore e costitu- A
iscono i piatti di una bilancia. L’area di ogni ar-
matura e S e la distanza tra di loro € h. Si porta
il sistema nella posizione z; (in cui le distanze tra

[ hi=h+x;

le armature dei condensatori sono rispettivamente
hi = h+xz; e hy = h — ;) e lo si carica con un
potenziale V;. Il generatore viene poi staccato e
il sistema (isolato) lasciato libero di muoversi fino
alla posizione z ¢, dove viene arrestato.

In questa posizione calcolare la d.d.p. ai capi del sistema, le cariche Q1 e Q2y dei due condensatori,
la risultante delle forze elettrostatiche sulle armature superiori (specificando quale ¢ scesa), e il lavoro

nel passaggio dalla p081z1one iniziale a quella finale.

h2—
Soluzione: Vi = ;5— $2VZ, Qif = 2Ql(l —x5/h) e Qo = 2Q,(l—i—a;f/h) dove Qq; + Q2 = Q; =

Sha; Sh(z}—a})
RS Ves AF = 220V = oV

Ihgzh—mi

figura (1 )

Due condensatori piani hanno le armature con la

stessa superficie S, le loro capacita sono C; = 30

pF e Co = 100 pF, e nel secondo condensatore le }—{
armature distano dos = 9 mm. I due condensatori
vengono collegati in serie ad un generatore da
V = 100 V come nella figura (1), poi vengono
staccati dal generatore e collegati in parallelo

come nella figura (2). a) Si determinino cariche figura (2)

e differenze di potenziale dei condensatori sulle

armature quando sono collegati in serie al gen- L L
eratore; b) cariche e differenze di potenziale dei

condensatori sulle armature quando il generatore
¢ staccato e i condensatori sono collegati in par-
allelo, il valore dell’energia elettrostatica in tale
situazione; c¢) se nel primo condensatore si vuole
ora inserire tra le armature una sottile lastra di d;,S5,C;
conduttore di spessore d = 1 mm [figura (3)], di

quanto cambia ’energia elettrostatica del sistema? C—id ds, S, Cs
quanto lavoro viene compiuto dall’esterno?

figura (3)

Soluzione a): Vi = 552V =25 V; Vo = 595V =75 V; Q1 = Q2 = Q = F1ZV =750 pC

C1+Cs
Soluzione b): Vl' = Vg’ =V = 290y =37 5 Vi Q) = %V =125pC; @, = 02104:52)2‘/ -

C1+Ca)
20302 34
2070 V2 =20450; L = —(U"-U') = : d2 Ty
(Cr+C2)2 (5252 C11C5) (C1+C2)* (257 C14Ca )

Soluzione c¢): U” =

7.67 nJ

Determinare il potenziale in qualsiasi punto dello spazio tra le armature di un condensatore cilindrico
di raggi R, e Ry (R, < Rp) e altezza h. Si ponga V(Rp) = Vp e V(R,) = 0. Determinare inoltre le
densita di carica sulle armature in funzione dei dati del problema.

Soluzione: V(r) = ln(r/R) OR, = — RS ___. . _ Voeo

(R TR Ratn(Ro/Ra) 5 TRy = RyTn(Ry/Ra)



2.14 Un elettrometro & uno strumento %
per misurare la differenza di
potenziale. E formato da due
cilindri conduttori concentrici di U
altezza [, raggi Ry e Ry con Ry >
R;. 1l cilindro interno e traslato
in verticale di z rispetto a quello

I
|
|
|
I
|
|
|
|
|
lunghezza in cui i cilindri sono D I i7atY

esterno, pertanto h = [ — z ¢ la Fy=mgk
sovrapposti. /::fff:::;
- Ry -4

1l cilindro interno viene collegato ad una bilancia, dove dall’altra parte si possono mettere dei pesi
(vedere figura). Quando si applica una differenza di potenziale tra i due cilindri conduttori si puo
equilibrare il sistema aggiungendo una massa m. Determinare 1’espressione di V' in funzione di m,
Rl (§ RQ.

Soluzione: V = /™gn(R2/R1)

TEQ
2.15 Una carica puntiforme positiva € posta a distanza x da un piano conduttore indefinito a potenziale
V = 0. Calcolare 'energia elettrostatica della carica. Se questa parte con velocita nulla dalla po-

sizione iniziale x con che enrgia cinetica arriva nella posizione z/27
2 2

cAK = q

Soluzione: U = — Sregs Toneos
2.16 Calcolare I'energia elettrostatica di due dipoli coplanari di momenti pj e ps posti ad una distanza r.
Studiare le gemoetrie pitt notevoli.
Soluzione

2.17 Le armature di un condensatore piano hanno superficie S e sono distanti zg. Il condensatore &€ man-
tenuto ad una diffenza di potenziale V4. Tra le armature, esiste una distribuzione volumica di carica

negativa p = —pgz/zo. Determinare il potenziale in qualsiasi punto dello spazio tra le armature del
condensatore e la carica superficiale di carica di entrambe armature.
Soluzione: V(z) = [VO + 650( - 28)}; Oing = 2520 — V2§07 Osup = 250 + VOEO

2.18 Due sfere metalliche e concentriche di raggi R, e Ry (R, < Rp) sono collegate (entrambe a terra)
2
e nello spazio tra di loro esiste una distribuzione volumica di carica p = pg (1 + %) Calcolare la

carica della sfera interna.

2
Soluzione: Qr, = 7TR3,00 [4 + %%‘: — % (%) — Tﬁ’fgfﬁgj}

Problemi supplementari

S.2.1 Dato un cilindro conduttore carico con densita uniforme o calcolare la forza esercitata su un elemento
di superfice dal resto del conduttore.

Soluzione: dF = " dS = dﬁ'g' = 250E2 = Ue

S.2.2 Su una sfera conduttrlce carica con densita o di raggio R si appoggia un piccolo disco conduttore di
raggio p << R e massa 1g. Si scriva la relazione tra la densita di carica ¢ e il potenziale V' a cui
la sfera si trova. Supponendo di aumentare progressivamente il valore di tale potenziale, si calcoli a
quale valore il disco iniziera ad sollevarsi.

Soluzione: V > &, /219
p\/ meo
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Due sferette metalliche di raggio R sono isolate e hanno entrambe la stessa carica (). Sono poste a
una distanza D = 50R. Tra le due sferette si esercita una forza F. Successivamente, una delle due
sferette & collegata a terra (V = 0). Calcolare la forza F’ nella nuova configurazione.

Soluzione: F' = —F/50.

Determinare la capacita di un condensatore piano dove le armature hanno una superficie S e sono
distanti una dall’altra una distanza d.
Soluzione: C = ?.

Determinare la capacita di un condensatore sferico di raggi R, ¢ Ry (Ry < Rp).

. . _ dmwegRo Ry
Soluzione: C = 7

Determinare la capacita di un condensatore cilindrico di raggi R, e Ry (R, < Rp) e altezza h.

. . (0 — _2meqh
Soluzione: C = In(Ry/Ra)



