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Introduzione

In questa tesi ci occuperemo di come sia possibile trattare la meccanica quan-
tistica nello spazio delle fasi. Questo approccio alla meccanica quantistica
risulta per esempio utile per studiarne i limiti classici, che in quest’ottica
sono piu facilmente individuabili. Per sviluppare una teoria quantistica nello
spazio delle fasi ¢ necessario un metodo di quantizzazione, cioé una regola
per associare funzioni sullo spazio delle fasi ad operatori quantistici.

Nel primo capitolo tratteremo la quantizzazione dei monomi, e per queste
semplici funzioni esporremo pitt metodi di quantizzazione.

Nel secondo capitolo tratteremo il metodo di quantizzazione di Weyl, il piu
utilizzato in fisica, il quale puo essere riassunto nella seguente corrispondenza:

eXp(%(xp + yq)) — eXP(%(l’fD + y@)) = W(z,y)

Esporremo anche una riformulazione pit diretta del metodo di Weyl
che si serve degli operatori di Grossmann, e in questa riformulazione la
corrispondenza diventa:

5w =y — @) — —W(~2y,20) 1 =

in cui M ¢ I’operatore parita.

Mostreremo, tramite un argomento algebrico basato sul teorema di von Neu-
mann, che la mappa di quantizzazione di Weyl é un isomorfismo tra gli spazi
L2(R*") (spazio delle funzioni a quadrato Lebesgue-integrabile sullo spazio
delle fasi) e HS(H) (spazio degli operatori di Hilbert-Schmidt sullo spazio
di Hilbert della descrizione quantistica), e che questo isomorfismo preser-
va il prodotto interno dei due spazi. Estenderemo dunque l'isomorfismo di
Weyl al livello algebrico rendendo £?(R*") un’algebra grazie all'introduzione
di un particolare prodotto non commutativo, chiamato prodotto di Moyal.
Introdurremo poi la distribuzione di Wigner, una distribuzione di quasi pro-
babilita sullo spazio delle fasi. Tale distribuzione é cid che corrisponde nel
formalismo di Weyl ad uno stato quantistico, cioé ad un operatore densita.



A questo punto come esempio di utilizzo della distribuzione di Wigner trat-
teremo brevemente il problema dei biliardi quantistici, mostrando come in
essi siano rintracciabili le impronte classiche tramite i cosidetti scarred sta-
tes, autostati del sistema per i quali le probabilita di posizione presentano
dei massimi in corrispondenza delle orbite periodiche classiche. Nell’'ultima
sezione del secondo capitolo troveremo esplicitamente ’operatore quantistico
associato tramite la mappa di Weyl al quadrato del momento angolare clas-
sico e vedremo che differisce da quello quantistico per un addendo, il quale
tuttavia si annulla nel limite classico A — 0.

Nel terzo capitolo introdurremo un’altra distribuzione di quasi probabilita
partendo dalla considerazione che ogni operatore ¢ sviluppabile in maniera
diagonale su una base di stati coerenti. Tale distribuzione é la distribuzione
di Husimi e mostreremo come essa sia uno smoothing gaussiano della distri-
buzione di Wigner.

Nell’ultimo capitolo introdurremo brevemente a titolo esemplificativo la quan-
tizzazione di Born-Jordan, utilizzata ad esempio per le analisi tempo-frequenza.
Nelle due appendici analizzeremo le principali caratteristiche degli stati coe-
renti e dell’algebra degli operatori di Hilbert-Schmidt.



Capitolo 1

Il problema della quantizzazione

Quando ci troviamo di fronte ad una funzione classica definita sullo spazio
delle fasi e vogliamo trovare quale sia il corrispondente operatore quantistico,
abbiamo bisogno di un metodo di quantizzazione. Un metodo di quantiz-
zazione per avere una rilevanza fisica deve ovviamente far corrispondere a
funzioni reali degli operatori autoaggiunti, gli operatori che nella meccanica
quantistica rappresentano le osservabili. Ma 'operatore associato a una fun-
zione non é univocamente definito. Le difficolta che si incontrano quando si
vuole quantizzare una variabile dinamica classica derivano proprio dal fatto
che 'operatore associato non € unico e non é quasi mai definito semplicemen-
te sostituendo gli operatori Pe Q alle variabili p e ¢. Questo si puo capire
facilmente analizzando il caso dei monomi: alla variabile pg sarebbe possibile
associare 'operatore PQ ma anche I'operatore QP i quali, dato che Pe Q
non commutano, sono due operatori distinti.

In questo capitolo trattiamo il caso semplice dei monomi per cui esponia-
mo pitl metodi diversi, mentre nel capitolo successivo tratteremo in maniera
pitu approfondita il caso della quantizzazione di Weyl, che ¢ il metodo piu
utilizzato e piu conosciuto.

1.1 Quantizzazione di monomi

Ci sono varie scelte possibili per associare degli operatori quantistici a dei
monomi del tipo ¢"p*:

Abbiamo l'ordinamento standard in cui vengono messi prima gli operatori
posizione e poi gli operatori impulso:

p’q" — Qrps (1.1)



L’ordinamento antistandard in cui invece gli operatori d’impulso prece-
dono gli operatori posizione:

s T Ds AT
¢ — P°Q (1.2)
Questi due ordinamenti, in realta non sono metodi di quantizzazione per-
ché gli operatori generati non sono autoaggiunti, ma possono tornare utili in
alcune situazioni.

Un esempio di un vero e proprio metodo di quantizzazione ¢ quello introdotto
da Hermann Weyl [We| nel 1927:

s r W 1 ¢ S\ Hs—i Ar pi 1 "\ Ar—i HsAj
P =5 (j.)P‘ Q PJ=§Z(]_>Q TP (1.3)
7=0

=0

Dove l'uguaglianza a destra segue dalla regola di commutazione tra Qe
P. Questo metodo ¢ molto simmetrico, infatti il coefficiente binomiale da
piu peso ai fattori pit simmetrici e meno peso a quelli meno simmetrici.
Max Born e Pascual Jordan invece introdussero quest’altro metodo [BoJo|
qualche anno prima:

BJ 1 = Avi s A

g 24 PiQrpi = — N QripsQy 1.4

S Z Q ] ; QIPQ (1.4)
I metodi di Weyl e Born-Jordan coincidono solo se s 4+ r < 2.

Se introduciamo un ordinamento dipendente dal parametro reale 7 [Goss|

definito in questo modo:

Z ( ) 1—7)yr I prriQrp (1.5)

Notiamo che l'ordinamento di Weyl (1.3) si ottiene dalla (1.5) scegliendo
T = 1/2, scegliendo invece 7 = 1 otteniamo l'ordinamento antistandard
(1.2), e con 7 = 0 l'ordinamento standard (1.1) mentre si pud calcolare che
I'ordinamento di Born-Jordan (1.4) si puo ottenere dalla (1.5) integrando 7
sull’intervallo [0, 1], questo integrale si calcola facilmente se si integra per
parti s — j volte.



Capitolo 2

Quantizzazione di Weyl

I1 metodo di quantizzazione elaborato da Hermann Weyl nel 1927 [We| ¢ il
piu utilizzato in meccanica quantistica. La corrispondenza di Weyl matema-
ticamente parlando ¢ un isomorfismo tra gli spazi £2(R?") (che rappresenta
le funzioni a quadrato integrabile sullo spazio delle fasi classico) e lo spazio
HS(H) che ¢ lo spazio degli operatori di Hilbert-Schmidt sullo spazio di Hil-
bert degli stati quantistici del sistema (Nell’appendice B sono riportate le
principali caratteristiche di questi operatori). Mostreremo come l'isomorfi-
smo dato & un’isometria a patto di riscalare il prodotto interno in HS(H)
(B.3) moltiplicandolo per un fattore 27h. Inoltre I'isomorfismo puod esse-
re esteso al livello algebrico |Pool| facendo corrispondere al prodotto non
commutativo tra operatori quantistici in H.S(#) uno specifico prodotto in
L2(R*") detto prodotto di Moyal che descriveremo nel capitolo. Tl fatto che la
corrispondenza di Weyl a differenza di altre mappe di quantizzazione sia biu-
nivoca, ci permette anche di dequantizzare gli operatori quantistici e quindi
studiare la dinamica di un sistema quantistico nello spazio delle fasi classico
utilizzando il prodotto di Moyal. Dato questo isomorfismo, agli operatori
densita quantistici corrispondono sullo spazio delle fasi delle speciali distri-
buzioni di quasi probabilita dette funzioni di Wigner. Questa corrispondenza
cosi ben definita ci da un altro modo di approcciarci alla meccanica quantisti-
ca del tutto equivalente a quello alla Schrédinger e a quello alla Heisenberg.
Inoltre, poiché lavoriamo sullo spazio delle fasi che é ’ambiente in cui opera la
meccanica Hamiltoniana classica, con questo approccio é piu facilmente visi-
bile come la meccanica quantistica si riduca a quella classica sotto opportuni
limiti.



2.1 Corrispondenza di Weyl

Vediamo ora come é definita la corrispondenza di Weyl nel caso di spazio
delle configurazioni monodimensionale (una particella senza spin in una di-
mensione).

La corrispondenza di Weyl ¢ la mappa Qy : £L2(R?) — HS(H) che associa
un operatore quantistico F ad una funzione f(p,q) passando attraverso la
trasformata di Fourier di f agendo in questo modo:

1

Ur(f) = F = 5= [ dudyf(z,y)W(2,y) (2.1)

in cui f(z,y) é la trasformata di Fourier bidimensionale di f(p,q) cioé
vale: ,
i

fp.q) = %/dmdyﬂx,y) exp<h(xp+ ZJ(J)> (2.2)

mentre W ¢ loperatore di Weyl cosi definito:

Wi(z,y) = exp(%(:cP + yQ)) BEH ea:p(%xP) exp(%y@) exp(—%)
(2.3)

Confrontando ora la (2.1) e la (2.2) si nota che la corrispondenza di Weyl

in pratica consiste nel sostituire la base esponenziale, su cui cui sviluppiamo
]i con peso f, con la base data dagli operatori di Weyl, su cui sviluppiamo

I con lo stesso peso, cioé:

eXp(%(W + yQ)) — exp(%’(ﬂcl5 - y@)) (2.4)

In questo modo abbiamo un metodo per associare un operatore quanti-
stico ad ogni funzione classica.
Gli operatori di Weyl che abbiamo introdotto sono una famiglia di operato-
ri unitari a due parametri reali che si possono sempre esprimere in questo
modo:

W(z.y) = U(x)V () p(—ﬁy) (2.5)

In cui U(z) e V(y) sono due gruppi unitari a un parametro reale forte-
mente continui che soddisfano la relazione di commutazione di Weyl:

GV () = V()0 ) exp v (2:6)



Un teorema molto importante dovuto a von Neumann |[ReSi]| afferma che
tutte le rappresentazioni irriducibili della relazione di commutazione di Weyl
sono unitariamente equivalenti. Piu precisamente:

Teorema 2.1.1 (von Neumann). Siano U(t) e V(s) due gruppi unitari for-
temente continui ad un parametro reale per i quali vale la relazione di com-
mutazione di Weyl (2.6) e che formano una coppia irriducibile su di uno
spazio di Hilbert H separabile, allora esiste sempre un operatore unitario
W :H — L2(R) tale che Vf(x) € L*(R) valgono:

o)  WURW ™ f(z)=f(z+1)

b)  WV(s)W f(z) = f(z)e™

Questo teorema € molto importante e verra utilizzato in seguito per rica-
vare in maniera algebrica che la mappa di Weyl é un isomorfismo.
Ora vediamo qualche altra proprieta degli operatori di Weyl, innanzitutto
vediamo che essi costituiscono un gruppo a meno di un fattore di fase, infatti
vale:

W(t,s)W(t',s)=W(t+t s+ s)exp [;—h(ts' — st’)] (2.7)

Inoltre abbiamo che I'inverso di un operatore di Weyl che, data 'unita-
rieta, coincide con aggiunto & W (¢, s) = W (—t, —s).
Un’espressione che ci verra utile é quella dell’elemento di matrice di un
operatore di Weyl nella base delle posizioni, si calcola facilmente che vale:

(d|W(x,y)lg) = d(x — (q— ¢'))eV @+ (2.8)

2.1.1 La trasformata di Wigner

La mappa di Weyl é invertibile e la sua inversa che associa una funzione
classica ad un operatore quantistico viene chiamata trasformata di Wigner e
é definita in questo modo:

Ot (F) = f(p,q) = /Oo dy exp(—ipy/h) <q + %) F ’q - %> (2.9)

—00

Con queste definizioni valgono: QI}}QW =1, e QWQI}} =1pys.
Verifichiamo che vale I'Tdentita su £2.



—1 _ —ipz/h E‘ L 3 2 ‘ _ E (2:8)
(0 Q) f(p, q) /dze <q+ 5 27Th/(Jlawlyf(af,y)W(ﬂc,y) q 2>

= /We—ipz/hf(x7y)5(x + z)evalh =
2mh

dedy , - -

(2.10)

2.1.2 Caso multidimensionale

L’estensione della corrispondenza di Weyl al caso multidimensionale segue in
maniera ovvia dalla sua definizione unidimensionale, riportiamo la formula
per uno spazio delle fasi di dimensione 2n:

~ 1 ~ ~
Qw(f)=F= W/d"wd”yf@, Y)Wz, y)
dove
f(£7g) _ /dnqdnpe—g(z'P—i-yq)dnqdnp
e .
o 7 ~ ~
Wi(z,y) = exp(g(z-BﬂLQ-Q)) (2.11)

E la formula inversa é invece:

UM E) = f(p.q) = /d”yexp(—i}g-g/h) (a+5|Fla-3) 1)

2.1.3 Operatori di Grossmann

Un modo piu diretto per definire la corrispondenza di Weyl senza passare
per la Trasformata di Fourier fu introdotto da A. Grossmann [Gros| ed ¢
questo:

lf) = F =5 [ dodafp.oW (202000 (213)
in cui M @ I'operatore parita cioé I'operatore unitario tale che:
MPM =—-P  MQM =-Q
Se ora definisco 'operatore:
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G(p,q) = W(-2q,2p)M (2.14)
e lo chiamo operatore di Grossmann posso scrivere in questo modo la
corrispondenza di Weyl:

Qu(f)=F = % /ddef(p, 9)G(p. q) (2.15)

Gli operatori di Grossmann hanno interessanti proprieta, infatti sono ope-
ratori unitari, autoaggiunti e il prodotto di un numero pari di operatori di
Grossmann ¢ un operatore di Weyl, mentre il prodotto di un operatore di
Weyl con un operatore di Grossmann é un operatore di Grossmann.

Inoltre vale questa proprieta facilmente calcolabile facendo la traccia nella
base delle posizioni:

(%)2%’(@(19, )G, q)) = %5(29 —p)d(qg—q') (2.16)

Quindi dati due operatori F' e H tali che F' = Qu(f) e H = Qu(h),
applicando la (2.15) e la (2.16) abbiamo questa uguaglianza:

Tr(FTH) = %/dpdqf*@, q)h(p, q) (2.17)

Dalla (2.17) a patto di riscalare il prodotto interno in HS(H) (B.3) in
questo modo,

(F, H)ys = 2nhTr(FTH) (2.18)

deriva che la mappa di Weyl & un’isometria cioé¢ Vf, g € L3(R) vale:

(Qw(f), Qw(9))us = (f,9)c (2.19)

A questo punto, esaminando un argomento algebrico trovato dal relatore
di questa tesi (L.Molinari) e contenuto nella sua tesi di laurea [Mol] mostria-
mo come possiamo ricavare gli operatori di Grossmann e dimostrare che la
mappa di Weyl é un isomorfismo.
Innanzitutto, dati U(s) e V(¢) gruppi unitari a un parametro reale fortemente
continui che soddisfano la relazione di commutazione di Weyl (2.6) definia-
mo quattro superoperatori che agiscono sullo spazio HS(H) degli operatori
di Hilbert-Schmidt su H (vedi appendice B). La loro azione su un generico
operatore A ¢ la seguente:

11



UA) =VIAV ()  V(A) = U(s/2)AU(s/2)

. A A . . (2.20)
U(A) = UMAUN(E)  Vo(A) = V(s/2)AV (s/2)

Si verifica facilmente che questi quattro superoperatori sono a loro volta
due coppie commutanti di gruppi unitari a un parametro reale fortemente

continui che soddisfano la relazione di commutazione di Weyl (2.6), infatti:

UV, = Ve UV, = Ve (2.21)

I generatori di queste due coppie di gruppi unitari di superoperatori sono
dei superoperatori autoaggiunti che condividono un dominio denso in HS(H).
Essi sono rispettivamente:

Derivazione e moltiplicazione per P:

Dy(A)=[4,Q] QA =PoA (2.22)

(Il simbolo ® rappresenta il prodotto di Jordan, o prodotto simmetrizzato
che ¢ costituito dalla meta dell’anticommutatore tra i due operatori)
Derivazione e moltiplicazione per Q:

D(A) =[P4 Qd)=Q04 (2.23)

Questi superoperatori soddisfano le relazioni di commutazione di Heisen-
berg, infatti:

[quDq] = [vapp] = ih [Qqapp} = [Qp>Dq] = [Qqa Qp] = [Dmpp] =0
(2.24)
e quindi per il teorema di von Neumann (2.1.1) esiste un operatore uni-
tario che chiamiamo Q;;} : HS(H) — L£L2%(R?) tale che Vf € £2(R?) valgono:
2)  QuVQwf(p.a) = f(p,q)e™
3)  QuUQwf(p,a) = f(p,a+1)
4) OV f(p,q) = f(p,g)e™
Sviluppando al primo ordine nel parametro reale le quattro relazioni sui grup-
pi unitari ricaviamo queste relazioni sui generatori di tali gruppi:
2) Q0w f(p,q) = hnf(pq)
4) Q0w f(p,g) = haf(p,q)
Da queste ultime relazioni discende che se f € £2(R?) ¢ autofunzione o della

12



derivazione o della moltiplicazione, allora Qy (f) € HS(H) é autooperato-
redi Dodi Q E se F e HS(H) é autooperatore di D o di Q allora
Qu Y(F) € £2(R?) ¢ autofunzione della derivazione o della moltiplicazione.
Ma le autofunzioni comuni alle due derivazioni (rispetto a p e a ¢) o anche
alle due moltiplicazioni sono una base dello spazio £L2(R?),e gli autooperatori
comuni alle due derivazioni (D, e D,) o anche alle due moltiplicazioni sono
una base dello spazio HS(H). Dunque la mappa Qy manda in maniera biu-
nivoca una base di £2(R?) in una base di HS(H). Tale mappa é proprio la
mappa di Weyl, e per questo motivo 'abbiamo chiamata Qyy.

Ora vediamo quali sono le autofunzioni in £2 comuni alle due derivazioni e
quelle comuni alle due moltiplicazioni:

— mgei(zmyq)/h = yeil@ptya)/h — mﬁei(xpﬂq)/h — peileptya)/h
dq dp
90(q —a)d(p —b) = ad(q —a)d(p—b)  pd(q—a)é(p—b) =bd(q—a)é(p—b)

(2.25)

Vediamo che le autofunzioni delle derivazioni sono degli esponenziali e le
autofunzioni delle moltiplicazioni sono delle delte di Dirac.
Troviamo ora gli autooperatori dei quattro superoperatori corrispondenti su

HS(H):

Dy(W(x,y) =yW(x,y)  Dp(W(z,y)) =aW(x,y)
Q,(G(p.q) =qG(p,0)  2(G(p.q)) =pG(p.q)

Quindi concludiamo che gli operatori di Weyl sono la base di autooperato-
ri comune ai due superoperatori di derivazione e quindi corrispondono tramite
I'isomorfismo alle funzioni esponenziali, mentre gli operatori di Grossmann
sono la base di autooperatori comune ai due superoperatori di moltiplicazione
e quindi corrispondono in £2(R?) alle funzioni delta. Percio:

(2.26)

5(p — a)d(q — b) 2 —G(a, b) (2.27)

1
wh
E di conseguenza:

fo0) = [ 1@ b —adta—1) = F= [ fanGlab) @29

2.2 Il prodotto di Moyal

A questo punto sorge il problema di trovare un prodotto * : £2 x £2 — L2
tale che dati due operatori F' e G e le rispettive trasformate di Wigner f e

13



g si abbia che Q;Vl(ﬁ@) = f % g dove x ¢ il prodotto cercato. Con questo
prodotto l'isomorfismo di Weyl viene esteso a livello algebrico, i due spazi
diventano quindi completamente equivalenti e & possibile studiare la dinami-
ca di sistemi quantistici indifferentemente in uno dei due spazi ottenendo gli
stessi risultati. Il prodotto cercato non puo essere I'usuale prodotto puntuale
in £? definito in questo modo fg(z) = f(x)g(x), perché questo ¢ commuta-
tivo e quindi ovviamente non pud corrispondere al prodotto operatoriale in
HS(H) che invece non lo é. L’operazione * cercata poiché deve corrispondere
al prodotto operatoriale tramite la mappa lineare di Weyl deve avere queste
caratteristiche:

1. Associativita: (fxg)xh= fx(gxh)
2. Hermitianita: f* g* = (g * f)*
3. Linearita: (Af)xg=fx(Ag)e(f+g)xh=fxh+gx*h

Inoltre il prodotto cercato deve ridursi all'usuale prodotto puntuale nel
limite classico cio¢ nel limite i — 0

L’operazione che soddisfa tutte le caratteristiche elencate ¢ il prodotto di
Moyal [Moy]| che ¢ definito in questo modo:

1 2 21
(f*9)(p,q) = (%) /dpldQ1dp2dQQf(P1+P7 q1+q)g(p2+p, otq)eln (@72 P1e)

(2.29)
Una definizione equivalente, e piu facilmente applicabile quando si trat-
tano funzioni derivabili, é la seguente:

fp.0) 5 9 ) = fp— S0 w+ D 0)oa) (230

Se integriamo f * g sullo spazio delle fasi guardando la definizione (2.29)
notiamo che nel caso di prodotto di Moyal di sole due funzioni vale |[ZFC]|:

/ dadpf(p,q) * 9(p,q) = / dpdqf(p,q)g(p,q) = / dpdqg(p, q) * f(p,q)

(2.31)
Inoltre data l’equazione dell’evoluzione temporale per un operatore alla
Heisenberg:

dFF 1 . .. OF
= [P H]+ &

— 2.32
dt  h (2:32)
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risulta che la sua trasformata di Wigner ha come limite per h — 0
I’equazione classica:
of

d
d_J; ={f.H}p+ - (2.33)

in cui le parentesi graffe sono le usuali parentesi di Poisson. Questo
avviene perché vale il limite:

lim = [7,]. = {f, 9} (2.3

dove (ih) 7 f, gl« = (ih)~Y(f*xg—g* f) & detta parentesi di Moyal. Quindi
vediamo che la parentesi di Moyal tende a quella di Poisson nel limite classico
h — 0.
Col prodotto di Moyal vediamo che la mappa di Weyl ¢ una mappa che oltre
ad essere invertibile e isometrica preserva anche la struttura di algebra dei
due spazi, € quindi un isomorfismo di algebre.
Questo fatto ci permette di studiare la meccanica quantistica nello spa-
zio delle fasi, in maniera completamente equivalente alla trattazione alla
Schrodinger.

2.3 La distribuzione di Wigner

Ora che sappiamo quali funzioni dello spazio delle fasi corrispondono agli
operatori quantistici secondo la mappa di Weyl, ci chiediamo cosa dobbiamo
fare corrispondere agli stati del sistema. I sistemi in meccanica quantistica
sono rappresentati dagli operatori densita, a questi operatori corrisponde,
nello spazio delle fasi, la distribuzione di Wigner che non é una vera e pro-
pria distribuzione di probabilita ma ¢ una distribuzione di quasi probabilita,
infatti puo assumere anche valori negativi. Wigner la introdusse per studiare
le correzioni quantistiche all’equilibrio termodinamico [Wig|, essa si rivelo
poi utile nell’ambito della quantizzazione di Weyl. In tale ambito la sua de-
finizione viene naturalmente e segue dalla formula di Grossmann, vediamo
come si ottiene.

Sappiamo che dato un operatore densita p il valor medio di un operatore
quantistico F' corrispondente alla funzione classica f(p,q) ¢ dato da:

(F) =Tr(pF) = % / dpdaf (p,q)Tr[pG(p, q)] = / dpdqf(p,q)p(p,q)
(2.35)
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La funzione p(p,q) che compare nell’ultimo membro é la funzione di
Wigner e la sua definizione la si desume dall’ultima uguaglianza nella (2.35):

p(p,q) = %Tr[ﬁ@(p, q)] (2.36)

Ora ci si puo chiedere se la distribuzione di Wigner sia la trasformata di
Wigner dell’operatore densita, proviamo a calcolare p(p, ¢)=

1 o W1 2igP  2ipQ\ -
=—/dq (d'| pG(p,q)|d") = /dq () pexp| — 2= 4 pQ M) =
mh h h

h
/ "l pex 2iq15 ex 2ipQ ex 2iqp |—¢') =
(¢ pexp 5 p 7 p 7 q)=
2iq’ 21
:_h/ q+2q>exp( ng)exp(%):
1

1 y ipy\ _ Qw ()
- (4 ‘ ’ _Y
h/yqu Pla >Xp( h) 2rh

(Per sviluppare lesponenziale ¢ stata utilizzata la formula di Baker-
Campbell-Hausdorff, poi é stato fatto il cambio di variabili d’integrazione
y = 2¢' — 2q, e nell’ultimo passaggio si ¢ usata la (2.9))

Vediamo quindi che la distribuzione di Wigner corrisponde alla trasformata di
Wigner dell’operatore densita a meno di un fattore di normalizzazione 1/27h.
Dalla (2.37) ricaviamo anche una definizione equivalente per la funzione di

Wigner:
1 Yy y 1py
p(p,q) = 27Th/dy <Q+ Mq 2>eXp( - ) (2.38)

Da quest’ultima equazione discendono immediatamente queste proprieta:

(2.37)

| o =twsla [ dwa-wisl @9

—00 o0

Nel caso in cui 'operatore densita sia di uno stato puro p = |¢) (¢] la
distribuzione di Wigner associata prende una forma piu semplice:

1 R
pop.a) = — (WGP, q) [¥) (2.40)
E le equazioni della (2.39) diventano:
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/_ " dpp(p, ) = (o) / T daplng) = )P (241)

o o0
Vediamo che la distribuzione di Wigner integrata su tutte le posizioni da
la probabilita di una misura d’impulso, mentre integrata su tutti gli impulsi
da la probabilita di una misura di posizione.
Se inoltre lo stato oltre ad essere puro ¢ uno stato coerente |z) centrato in

(po, qo)(vedi appendice A) la distribuzione di Wigner corrispondente assume
una forma pit semplice:

1 ; 2 2
— —i[(g—qo)?+(p—po)?]/h 2.49
p:(pa) = —e (2.42)

che é lespressione di una gaussiana bidimensionale centrata in (pg, qo)

con larghezza /A che quindi converge a §(q — qo)d(p — po) se T tende a zero
(vedi figura 2.1).

Figura 2.1: Funzione di Wigner per uno stato coerente con valori decrescenti
di h, notiamo che al decrescere di h la gaussiana diventa sempre pill piccata
e si pud cosi avere una verifica visiva del fatto che la gaussiana tende alla
delta bidimensionale per h — 0.
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Figura 2.2: Funzione di Wigner per la funzione d’onda di oscillatore armonico
con n = 3 ciod ¥(q) o (8¢% — 12¢)e 7/2,
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Figura 2.3: Probabilita di posizione |1(¢)|* per lo stato n—3 dell’oscillatore
armonico. Ottenuta integrando la rispettiva funzione di Wigner su tutti gli
impulsi.

2.4 La distribuzione di Wigner per i biliardi
quantistici

Ora per fare un esempio di utilizzo della distribuzione di Wigner studieremo
il caso dei biliardi quantistici. I biliardi quantistici sono dei sistemi bidi-
mensionali in cui si ha un potenziale nullo all’interno dell’area del biliardo
e infinito all’esterno. Per trovare le autofunzioni di questi sistemi bisogna
risolvere I’equazione di Schrédinger con condizioni al contorno di Dirichlet,
le quali implicano che la funzione d’onda si annulli alla frontiera e sia nulla
fuori dal biliardo.

Quindi, dato € R? un dominio connesso sul piano euclideo, con una fron-
tiera 0L liscia a tratti, il biliardo di Dirichlet ¢ definito da queste equazioni:
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h2
——V2¢n(Q) = Enqu)n(q) qc 0 —0Q

2m (2.43)
Yulg) =0 g€ R*/Q
Dunque ’equazione differenziale da risolvere é:
(V24 k. Dn(q) =0 k> = E,2m/R? (2.44)

Questa equazione é I'’equazione di Helmholtz, la stessa che in meccanica
classica descrive ad esempio la risonanza per una membrana elastica vibrante
con un contorno definito.

Le uniche forme di biliardo per le quali esistono soluzioni analitiche del pro-
blema agli autovalori sono il cerchio, il rettangolo e I'ellisse poiché il problema
in questi casi risulta separabile con un’opportuna scelta di coordinate, anche
il triangolo equilatero é risolvibile notando alcune simmetrie del sistema.
Ma per biliardi di altre forme come ad esempio lo stadio di Bunimovich (co-
stituito da un rettangolo racchiuso tra due semicerchi) o il biliardo a forma
di cardioide, non esistono soluzioni analitiche ma solo soluzioni numeriche.
Una caratteristica interessante di questi sistemi quantistici € che spesso mo-
strano un effetto chiamato scarring, cioé¢ si trova che la probabilita di posizio-
ne di alcune autofunzioni ha dei massimi in corrispondenza di alcune orbite
periodiche classiche (vedi fig2.6 e fig2.5).

Per lo studio di questi sistemi viene utile utilizzare la distribuzione di Wigner
(o la distribuzione di Husimi che é strettamente collegata con essa e di cui
tratteremo in seguito) perché ¢ cio che si avvicina di pit ad una distribuzione
di probabilita sullo spazio delle fasi, e quindi é il miglior candidato per ricer-
care impronte classiche nel sistema quantistico, una delle quali é proprio il
fenomeno dello scarring. In realta pero, la distribuzione di Wigner, essendo
definita sullo spazio delle fasi 2n-dimensionale, é difficile da visualizzare, per
questo risulta piu utile studiarne i marginali. Infatti la funzione di Wigner
come abbiamo mostrato ha quest’utile proprieta: integrata su tutti gli impul-
si restituisce la probabilita di posizione mentre integrata su tutte le posizioni
restituisce la probabilita di impulso.

In generale per lo studio dei biliardi quantistici si utilizza la probabilita di
posizione, ma puo risultare utile pure studiare la probabilita d’impulso [Bac|.
Infatti, dal fatto che £ oc p? , segue che la probabilita di impulso si distribui-
sce sul cerchio di raggio p = V'E e quindi possiamo trascurare la dipendenza
radiale integrandola su tutti i raggi. In questo modo otteniamo una funzione
monodimensionale, che rappresenta la distribuzione di probabilita angola-
re della direzione dell'impulso. Studiando i picchi di questa funzione (vedi
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Fig.2.6 in basso) possiamo facilmente vedere se ci sono direzioni di impulso
privilegiate, e quindi individuare i cosiddetti scarred states.

0.0188

4.030

o
TIAMALIT
".“.\.."

fr

wr

Figura 2.4: In questo caso viene studiato un autostato del biliardo quantistico
a forma di stadio, in alto a sinistra si vede la probabilita di posizione per un
quadrante dello stadio, mentre a destra si vede la probabilita di impulso, che
si distribuisce su di una circonferenza. |[Bac]

Figura 2.5: Un’altra rappresentazione della probabilita di posizione di un
autostato del biliardo bidimensionale a forma di stadio, in cui si individua
facilmente un’orbita periodica classica. |Bac|
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Figura 2.6: Vediamo la rappresentazione di due autostati del biliardo quanti-
stico a forma di cardioide, i alto abbiamo la rappresentazione nella probabi-
lita di posizione, in centro le probabilitd d’impulso, e in basso le probabilita
angolari d’impulso. Notiamo che nel caso di sinistra é identificabile una del-
le traiettorie periodiche classiche, e che i massimi della funzione angolare
individuano proprio le direzioni di queste traiettorie. [Bac]
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2.5 Problema momento angolare

Ora tratteremo espressamente il caso del quadrato del momento angolare che
é un esempio di una quantita per cui I’espressione classica e quella quantistica
differiscono manifestamente. Partiamo dal ricordare ’espressione classica del
momento angolare:

U = (waps3 — T3P, T3P1 — T1P3, T1P2 — T2P1) (2.45)

Quindi il suo quadrato sara costituito dalla somma di tre termini ¢? =
01240524052, Tl nostro obiettivo & quello di trovare I’espressione quantistica di
¢? servendoci della regola di quantizzazione di Weyl, per fare questo iniziamo
a concentrarci solo sul termine £3, per gli altri due termini il procedimento ¢
analogo:

(s> = 21°py* + 2271 — 221 p1 792 (2.46)

I primi due termini in (2.46) se quantizzati con qualsiasi regola di quantiz-
zazione portano agli operatori X2P2 e X2P2. 1l termine fia(21, 22, p1, p2) =
2x1p12p2 potrebbe essere quantizzato utilizzando la regola di quantizzazione
per i monomi, ma noi lo quantizzeremo con la formula di quantizzazione di
Weyl per una funzione generica (2.11), in modo da avere un esempio di proce-
dura generale. Per fare questo dobbiamo trovare innanzitutto la trasformata
di Fourier multidimensionale di fi5 che chiamiamo f12:

f12($1,I27P17P2) = 2h4(277h)25/($1)5,($2)5/(p1)5/(p2) (2.47)

dove ¢'(x) é la derivata della delta in senso distribuzionale.
La (2.47) puo essere capita se si calcola Iantitrasformata di Fouriér della

8 (x):

d i —ik
T erhrgl(g) = — (2.48)
2mh h/2mh
Ora applichiamo la formula (2.11) e calcoliamo la trasformata di Weyl di
f12 ricordandoci che in questo caso la dimensione dello spazio delle configu-

razioni é 2, perché la funzione fi2 non dipende dalle componenti (x3, p3):

FAE @) =

Qw (fi2) =
_/dxldxzdpldm

apy 2 (a0 (2) (22)0 (pr)3 (pa)eh (st taa)

(2.49)
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Ora scindendo I'esponenziale con la formula di Baker-Campbell-Hausdorff
e integrando si ottiene:

2

Qw(fio) = =5 = ih(X1 P+ XoPy) + 2X1 PLX, Py (2.50)

Quindi ricordando la formula (2.46) e la definizione di f;5 abbiamo:

R o h2 R o A
Qw (05%) = X2P? + X2P? + 5 + (X P + XoPy) — 2X 1P X, Py =
. h2
— 724+
3+ 5
(2.51)

Facendo lo stesso conto per tutte e tre le componenti di £ si conclude che:

Qu (%) = L + grﬂ (2.52)
Notiamo dunque che ¢’¢ una differenza di 3%/2 tra la funzione classica e
I’operatore quantistico.
Se ora calcoliamo il valore medio di questo operatore nello stato fondamentale
dell’atomo di idrogeno |1s), poiché questo stato ha numero quantico ¢ = 0,
otteniamo che:

(1] Qu (€%) 1) = (1] L? |1s) + (Ls| ghQ I1s) = ;hz

perché R
L?|1s) = R*0( + 1) |1s) =0 (2.53)

A questo punto potremmo porci il problema di come conciliare il fatto
che nel modello di Bohr lo stato fondamentale dell’atomo di idrogeno ha
¢ = h, mentre nella meccanica quantistica di Schrédinger il valore medio
del momento angolare nello stesso stato ¢ nullo. Questo problema ¢é stato
trattato da J. P. Dahl e M. Springborg [DaSp| in un loro articolo del 1982,
essi partendo dall’espressione (2.52) e integrandola su un certo sottospazio
classico definito nell’articolo hanno ottenuto ¢2 = h? che ¢ il valore atteso dal
modello di Bohr per lo stato fondamentale dell’atomo d’idrogeno.
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Capitolo 3

La distribuzione di Husimi

La distribuzione introdotta da Kodi Husimi nel 1940 [Hus| ¢ un’altra di-
stribuzione di quasi probabilita, é limitata, normalizzata e positiva, ma non
é una vera distribuzione di probabilita perché non rispetta il terzo assioma
della teoria della probabilita di Kolmogorov, cioé non é additiva su insiemi
mutualmente disgiunti. Questo deriva dal fatto che essa ¢ definita sul pia-
no complesso nel quale ogni punto corrisponde ad uno stato coerente (per
informazioni di base sugli stati coerenti vedi I’appendice A), e poiché stati
coerenti diversi non sono mai ortogonali tra loro (A.5) risulta che le proba-
bilita associate tramite la distribuzione di Husimi a due punti distinti, non
rappresentano le probabilita di due eventi mutualmente esclusivi.

Per introdurre questa distribuzione abbiamo bisogno degli stati coerenti. Es-
si sono definiti come autostati dell’operatore di distruzione, e gli operatori di
creazione a' e distruzione a formano una coppia irriducibile sullo spazio di
Hilbert H degli operatori, questo significa che non esistono in H sottoinsiemi
invarianti per gli operatori tali che la loro chiusura sia sottoinsieme proprio
di H. Questa proprieta ci indica che ogni operatore FinH puo essere scritto
come funzione degli operatori di creazione e distruzione. Inoltre, usando la
relazione di commutazione [a,a'] = 1, possiamo riscrivere ogni prodotto di
pitl operatori @ e a' posti in qualsiasi ordine come somma di prodotti nei quali
nessun operatore di distruzione compare a destra di un operatore di creazio-
ne. Questo ordinamento viene detto ordinamento anti-normale, vediamo un
esempio che chiarifica quest’ultima affermazione:

a*(a)ta = a*(aa’ — [a,a']) = (a)%a’ — a? (3.1)

Data quest’ultima proprieta possiamo sviluppare ogni operatore Fi que-
sto modo:
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F=>" fumd"(@)m (3.2)

in cui f,,, sono coefficienti complessi.
Ora inserendo una relazione di completezza di stati coerenti tra i due opera-
tori nella equazione (3.2) e ricordando che gli stati coerenti sono autostati di
a otteniamo:

P / T2 1) (3.3)

dove:
f(z,2%) = Z Jom2™ ()" (3.4)

L’equazione (3.3) mostra una proprieta molto interessante degli stati coe-
renti e cioé che ogni operatore puo sempre essere sviluppato in maniera dia-
gonale su una base di stati coerenti, quindi ad ogni operatore F possiamo
associare una funzione f(z) definita sui complessi e di conseguenza sullo spa-
zio delle fasi(tramite la relazione (A.2))

Ora vediamo come da questa proprieta ricaviamo I’espressione della distribu-
zione di Husimi p(z) che é quella funzione (associata a un operatore densita
p) che va integrata con la f(z) per ottenere il valore medio di F' su uno stato
fisico con matrice densita p.

Calcoliamo dunque il valore medio di un operatore a per una matrice densita

~

pP:

() =1r(pF) = Tr(p [ T270 ) 12) o) =

= [ O je ) ol 1) el = [ (e, L2

™

Da quest’ultima equazione definiamo la distribuzione di Husimi pg(z)
relativa ad un operatore densita come valore di aspettazione di tale operatore
calcolato sullo stato coerente |2) e diviso per 7

pa(z) = — (2[p]2) (3.6)

Ora potrebbe essere interessante vedere in che relazione stanno tra loro
la distribuzione di Husimi e quella di Wigner, per fare cid ricordiamo come
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si calcola il valore medio di un’osservabile tramite la distribuzione di Husimi
esprimendo tutto in funzione di p e ¢:

) = [ @100 Y [ B poanan) ()

Notiamo che in questo caso la fo(p,q) € la funzione che rappresenta lo
sviluppo dell’operatore F sulla base continua degli stati coerenti. Ora invece
partendo dal valore medio calcolato con la distribuzione di Wigner ricaviamo
che relazione c’é tra le due distribuzioni:

(F) = / dpdq fw (p, @)pw (p.q) E’

_ 4 ~ 3.3
z/dpdq/dye 2 (g + /2 Flg — y/2)pw(p,q) &

2

— [ dpdadye v (g4 vzl ([ 2 hol ) 1) 1) la - 0/2) pw.0)

™

A2)

dp'dq’ _: 2, / /
z/dpdqdy ihqe o d) (a+y/2|2") (Zlg — y/2) pw(p, q) =

_ / dp;:flql fo@'.d)( / DD i g+ /202 (o = /2 pwp.0))
(3.8)

Confrontando 'ultima espressione della (3.8) con la (3.7) osserviamo che:

po@.q) = / @6"2” (q+y/212") (Z'lg — y/2) pw (P, q) (3.9)

Ora per ottenere un’espressione migliore si scrivono gli stati coerenti 2’ in
funzione dello stato fondamentale dell’oscillatore armonico come prescritto
dalla formula (A.3) poi si utilizza la formula di Baker-Campbell-Hausdorff
per separare gli esponenziali, a questo punto si utilizza ’espressione esplicita
dello stato fondamentale dell’oscillatore armonico nella base delle posizioni,
si integra rispetto alla variabile y e si ottiene questa espressione:

2 _ 1 _\2 _\2
po(r,q) = ;/dpdqe n (=)™ E=0%) o (p, q) (3.10)

Quindi vediamo che la distribuzione di Husimi si puo ottenere da quel-
la di Wigner integrando quest’ultima con una gaussiana bidimensionale di
larghezza ¢ = y/h/2. Questa operazione puod essere vista come un’opera-
zione di smoothing della distribuzione di Wigner; infatti ogni punto della
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distribuzione di Husimi € una media dei valori che la distribuzione di Wigner
assume nell’intorno dello stesso punto, tale media é una media pesata e il
peso decresce gaussianamente al crescere della distanza dal punto considera-
to. In particolare, poiché i punti con maggiore peso sono quelli che distano
meno di o dal punto iniziale in pratica I’area su cui si media la Wigner vale
0? = h/2 che coincide con il valore minimo dell'indeterminazione in posizione
e momento ApAq > h/2.

f’%‘%@wﬁ“".
= A "'.
=

LY

.vq‘v'ﬂ""‘\\
,&MQ

Figura 3.1: Distribuzione di Husimi per autostato con n=3 dell’oscillatore
armonico, ¢ = \/2h/(mw) p’ = vV 2hmw, per calcolarla si é utilizzata la for-
mula A.6, si noti come questa distribuzione differisca in maniera significativa
da quella di Wigner associata allo stesso stato (vedi figura 2.2)
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Capitolo 4

Quantizzazione di Born-Jordan

Ora introduciamo a titolo esemplificativo un altro metodo di quantizzazione
introdotto da Max Born e Pascual Jordan in un articolo del 1925 [BoJo|
precedente all’introduzione della quantizzazione di Weyl. Questo metodo di
quantizzazione non € pero invertibile come quello di Weyl, ma risulta essere
piu utile ad esempio nelle analisi tempo-frequenza.

4.1 Quantizzazione di Born Jordan

Dalla regola di Born-Jordan per la quantizzazione dei monomi (1.4) prendia-
mo spunto per la quantizzazione di qualsiasi funzione. Come abbiamo visto
per i monomi, la regola di Born-Jordan pud essere vista come una media
su 7 € [0,1] di tutte le T7-quantizzazioni che avevamo definito per i monomi
(1.5). Ora procederemo definendo una T-quantizzazione generale, e definire-
mo la quantizzazione di Born-Jordan come integrale sull’intervallo [0,1] delle
T-quantizzazioni. Per fare ci0 troviamo innanzitutto gli elementi di matri-
ce nella base delle posizioni per un operatore quantistico associato a una
funzione classica tramite la regola di Weyl:

1 P Q2+ q1
_ (2—q1)
<Q2| Fw |QI> = _27r_h dpe’n f( 5 7p) (4-1)

Prendendo spunto da questo definiamo la 7-quantizzazione |Goss| di un
operatore nella base delle posizioni:

1 D (o
<Q2’ FT ‘Ch) = % dpe (a2 ql)f((l - T)Qz + TQ17P) (42)

Notiamo che Fy = F/, cioé come nel caso dei monomi la regola di Weyl
si trova ponendo 7 = 1/2. Definiamo ora la quantizzazione di Born-Jordan
per una funzione qualsiasi in questo modo:
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1
FBJ:/ dTFT (43)
0

O in maniera piu esplicita:

1 ip _ !
(Gel Foslan) = 5~ h/dpeﬁ(‘” ‘“’/ dr f(1 —7)q2 + 71, p) (4.4)
m 0

Essendo quella delle posizioni una base dello spazio di Hilbert un opera-
tore é ben definito sapendo la sua espressione in questa base.
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Appendice A

Stati coerenti

Gli stati coerenti furono introdotti per la prima volta da Erwin Schrodinger
nello studio dell’oscillatore armonico nel 1926 [Schré]. Schrodinger si rese
conto che questi stati, sovrapposizione di autostati dell’oscillatore armonico,
avevano delle caratteristiche interessanti perché si comportavano come stati
quasi classici, infatti ad esempio, 'energia media calcolata su tali stati cor-
risponde al valore classico, e le medie di posizione ed impulso hanno forme
oscillatorie in relazione di fase costante. Inoltre essi hanno la caratteristica
di essere stati gaussiani di minima indeterminazione e di restare tali anche a
seguito di evoluzione temporale. Il nome stato coerente appari per la prima
volta in alcuni lavori di R.J. Glauber del 1963 |Glau]| in cui venivano utiliz-
zati nello studio dell’elettrodinamica quantistica. Essi sono uno strumento
molto utile per trattare la meccanica quantistica nello spazio delle fasi perché
sono in corrispondenza uno a uno con lo spazio delle fasi classico.

Sono definiti come autostati dell’operatore di distruzione a = \/%71(@ + zﬁ)

noto dalla trattazione quantistica dell’oscillatore armonico (in questo caso Q
e P sono gli operatori posizione e impulso riscalati assorbendo le costanti w e
m dell’oscillatore armonico). Si dimostra che lo spettro ¢ continuo e Vz € C
31z) tale che:

alz) = z|z) (A.1)
Se io definisco p,q € R tramite questa relazione:
1 .
z = —(q + Zp) (A.2)

V2h

Allora si dimostra che: (z| P |z) = pe (z|Q|z) = ¢ quindi si puod pensare
all’autovalore z come a cio che mi rappresenta sul piano complesso il valore
medio di posizione e impulso. Si vede quindi che ¢’é una corrispondenza
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biunivoca tra gli stati coerenti e lo spazio delle fasi. Risolvendo I'equazione
agli autovalori (A.1) oppure con metodi algebrici si trova che:

|2) = 6(—|22|/2)€z[ﬂ 0) = pral—z"a 10) = W(—q/h,p/h) 10) <A3)

Tn cui W ¢ loperatore di Weyl e |0) ¢ lo stato fondamentale dell’oscillatore
armonico, o piu in generale I'autostato con autovalore nullo dell’operatore
numero.

Una proprieta interessante degli stati coerenti ¢ quella di costituire un sistema
pit che completo di vettori nello spazio di Hilbert [BBGK], la risoluzione
dell’identita associata é:

(e

1= / 22|2) (2] (A4)
in cui d*z = dpdq/(2h).

Il sistema di stati coerenti & pitt che completo infatti ha la cardinalita del
continuo e due stati coerenti non sono mai tra loro ortogonali:

(z|w) = exp (—% - % + iw) (A.5)

Un’altra espressione che puo venirci utile € la probabilita di occupazione
dell’autostato |n) dell’operatore numero in uno stato coerente |z):

1 on 2
P, = [(n|z)|" = HIZI2 e (A.6)
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Appendice B

Operatori di Hilbert-Schmidt

Un operatore limitato A € B(#H) ¢ detto di Hilbert-Schmidt se vale:

Tr(ATA) = (u,| ATA|u,) < +oo (B.1)

n

Con {u,} SONC in H. Si dimostra [ReSi| che questa definizione non
dipende dalla scelta della base ed ¢ dunque ben posta.
Lo spazio cosi definito € normato, con norma:

|Alle = /Tr(ATA) (B.2)
ed & completo rispetto a questa norma, inoltre ¢ anche uno spazio di
Hilbert con prodotto interno:
(A,B) =Tr(A'B) (B.3)
Lo spazio di operatori di Hilbert-Schmidt é un ideale bilatero dello spazio
degli operatori limitati, cioé dati A € HS(H) e B € B(H) si ha che:
AB € HS(H) BA € HS(H) (B.4)

Un’altra proprieta utile di questi operatori é che il prodotto di due ope-
ratori di Hilbert-Schmidt ¢ un operatore di classe traccia, lo spazio degli
operatori di classe traccia é indicato con T (H) € HS(#H) e é definito in
questo modo:

TH)={AecB(H):TrlA| < oo}

con

Al = VATA (B.5)
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Anche T(H) ¢ uno spazio normato e ¢ un’ideale bilatero sia di HS(H)
sia di B(H).
Gli operatori densita della meccanica quantistica sono operatori di classe
traccia e questo permette di calcolare il valore di aspettazione di qualsiasi
operatore limitato, e in particolare di qualsisasi operatore di Hilbert-Schmidt.
Un’altra proprieta interessante dello spazio HS(H) é che esso con I'usuale
operazione di composizione costituisce un’algebra. Piu in particolare costi-
tuisce un’ H*-algebra, cioé é dotato di un’involuzione che in questo caso ¢
l'aggiunzione per cui dati A, B € HS(H) vale:

(AB)! = BTAT (B.6)
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