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Abstract

A partire dal tensore energia impulso di “radiazione pura”, che
introdurremo brevemente in una prima parte della tesi, costruiremo lo
spazio-tempo di Vaidya nella maniera in cui fu originariamente concepito.
Dopo aver dato un’interpretazione fisica a tale spazio-tempo ne daremo
anche una caratterizzazione geometrica invariante in base al campo
vettoriale del flusso energetico. Verificheremo che tale campo vettoriale sia:
nullo, geodetico, shear-free, twist-free e con expansion = 1/r. In tal modo
potremo anche far rientrare lo spazio-tempo di Vaidya nella la pit ampia
classe di “spazi-tempi di pura radiazione di Robinson-Trautman”. Infine,
generalizzeremo lo spaziotempo al caso di carica e momento angolare non
nullo e discuteremo brevemente il comportamento del campo vettoriale del
flusso energetico anche in questi ultimi due casi.

Relatore: Luca Guido Molinari
Corelatore: Carlo Alberto Mantica



Indice

Introduzione

Campo di radiazione pura

2.1
2.2

2.3

Costruzione di un campo di radiazione pura elettromagnetica .
Alcune caratteristiche generali dei
campi di pura radiazione . . . . . ... .. ...
Significato e interpretazione di un
campo di pura radiazione . . . . . . . ... ... L.

Spazio-tempo di Vaidya

3.1

3.2
3.3

3.4
3.5

3.6

Costruzione a partire dal tensore energia impulso . . . . . . .
3.1.1 Interpretazione fisica del fenomeno . . . . .. .. . ..
Costruzione a partire da Schwarzschild . . . . . . ... .. ..
Problematiche riguardanti il sistema

di coordinate . . . . ...
caratterizzazione covariante . . . . . . .. .. ... ... L.
Orizzonti ed estensioni complete

della metrica di Vaidya . . . . . . .. .. .. ... ...
Alcune generalizzazioni . . . . . . . ... ...
3.6.1 generalizzazione a carica non nulla . . . . . . .. . ..
3.6.2 generalizzazione a rotazione non nulla . . . . . . . . ..

4 Conclusioni

Appendici

A

2 O aQ W

rr

Formalizzazione elettromagnetismo

Coordinate nulle

Coordinate di Eddington-Finkelstein

Calcolo del tensore di Ricci in un sistema di coordinate

Coefficienti di connessione
e tensore di Ricci per la metrica 3.2

Scalari ottici per congruenze nulle

10

13

15
16
22
27

29
31

37
46
46
49

52

53

53

56

58

61

62

63



1 Introduzione

Nel 1950 P.C. Vaidya, nella sua pubblicazione ”The gravitational field of a
radiating star” [20], presenta al mondo una delle prime, se non forse la prima,
soluzione delle equazioni di campo di Einstein?

1
Rab — §Rgab = 87TTab (11)
in uno spazio-tempo non vuoto
T #0. (1.2)

In questo modo veniva risolto, tra I’altro, un interrogativo che era rimasto
aperto da anni, ovvero la metrica esterna ad una stella irradiante.

I1 fatto che ci siano voluti cosi tanti anni?, prima di ottenere una soluzione
delle 1.1 non nel vuoto, non stupisce chi si e approcciato alla risoluzione di
tali equazioni. Infatti, a differenza delle equazioni di Maxwell per 'elettro-
magnetismo, non e possibile risolvere quelle di Einstein partendo da una
distribuzione di energia e impulso data?.

Citando Wald [23]:

Si puo anche provare a risolvere le equazioni di Einstein specifi-
cando prima T, per poi trovare g,,. Tuttavia, cio non avrebbe
molto senso, poiché, finché g, non € conosciuto, non possiamo
sapere come interpretare fisicamente T,,. [...] Dunque, in re-
lativita generale, bisogna risolvere (le equazioni di campo) si-
multaneamente per la metrica e per la distribuzione di materia.
Questa particolarita contribuisce alla difficolta della risoluzione
delle equazioni di Einstein in presenza di sorgente.

A questo proposito entrano in gioco i campi di “radiazione pura”, che
introdurremo nella sezione 2.1 a partire dal caso elettromagnetico e che,
come vedremo, possono essere ben definiti anche senza prima specificare una

Tn tutto il testo useremo la convenzione per la quale: ¢ = G = 1.

2Circa 35 considerando che Einstein pubblico una versione definitiva della relativita
generale nel 1916.

3Come, invece, & possibile risolvere quelle dell’elettromagnetismo a partire da una dis-
tribuzione di carica p e corrente J data, mediante integrazione.



metrica, mediante il principio: massless radiation moves along null geodesic*
23].

Nel resto del capitolo 2 presenteremo anche alcune proprieta generali dei
campi di “radiazione pura” e cosa possano rappresentare fisicamente.

Mentre, nella sezione 3.1, mostreremo come la particolare forma del ten-
sore energia impulso permise a Vaidya di risolvere le equazioni di campo di
Einstein all’esterno di un corpo a simmetria sferica. Alla fine di tale sezione
forniremo dunque 'elemento di linea della metrica di Vaidya come apparse
per la prima volta nel 1950 [20]. Seguira, nelle sezioni successive (3.2 e 3.3),
una discussione su come l’elemento di linea di Vaidya possa essere derivato in
altri sistemi di coordinate, quali quelle nulle di Eddington-Finkelstein e quelle
double-null, e sul fatto che non esista un diffeomorfismo che, in generale, per-
metta di passare dall’'uno all’altro di questi due sistemi per lo spazio-tempo di
Vaidya. Infine, in 3.4 daremo una caratterizzazione covariante dello spazio-
tempo di Vaidya mediante 'individuazione di un campo vettoriale geodetico,
nullo, shear-free, twist-free e con expansion ~ 1/r. Tale campo vettoriale
ci permettera, inoltre, di collocare lo spazio-tempo di Vaidya sotto la piu
ampia classe degli “spazi-tempi di pura radiazione di Robinson-Trautman”.
Questi ultimi sono spazi-tempi costruiti a partire da una caratterizzazione co-
variante dell’elemento di linea mediante una congruenza di curve® geodetica,
nulla, shear-free, twist-free e con expansion o 1/r.

A seguire, nella sezione 3.5, intraprenderemo lo studio delle iper-superfici
singolari della metrica di Vaidya ed enunceremo anche alcune estensioni mas-
simali della metrica in questione seguendo il lavoro di W. Israel [11], Fayos,
Martin-Prats e Senovilla [6].

Faremo poi vedere, nella sezione 3.6, come, mediante I'utilizzo della carat-
terizzazione covariante dello spazio-tempo di Vaidya, si possa generalizzare
la metrica esterna di un corpo che emette radiazione pura al caso di carica
non nulla (Q # 0) e momento angolare non nullo (Q2 # 0).

4ovviamente la forma delle geodetiche nulle dipende dalla metrica, ma a priori posso

risolvere le equazioni di Einstein imponendo che per la metrica finale i vettori che individ-
uano il flusso di energia siano geodetici e nulli. Questo, in realta, corrisponde ad imporre
una caratterizzazione covariante del campo per il quale sto risolvendo la metrica.

SRichiedere 'esistenza di una congruenza di curve con certi scalari ottici corrisponde
al richiedere che esista un campo vettoriale (ricavabile tramite differenziazione su quelle
curve) con gli stessi scalari ottici. Si faccia riferimento all’appendice F per l'introduzione
degli scalari ottici di shear, twist e expansion.
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2 Campo di radiazione pura

Per "radiazione pura” si intende un certo tipo di radiazione descrivibile sola-
mente dalla sua intensita e direzione di flusso. Un osservatore immerso in uno
spazio-tempo permeato da radiazione pura (dunque in un mezzo e non nel
vuoto) individua una e una sola direzione nella quale 1'energia, trasportata
da particelle senza massa (e quindi alla velocita della luce), & diretta.

In letteratura questo tipo di mezzo viene anche indicato con i nomi: “null
fields”, “null flurds”, “null dust”. Tensori energia impulso descriventi tali
sistemi erano gia noti molto tempo prima della scoperta dello spazio-tempo
di Vaidya®. Corrispondentemente, le soluzioni delle equazioni di Einstein 1.1
con tale tensore energetico vengono dette “null dust solution”. Lo spazio-
tempo di Vaidya ¢ una di queste.

Per costruire un tensore energia impulso di pura radiazione partiremo
dal caso pin semplice: quello elettromagnetico” (adopereremo il formalismo
e le nozioni fondamentali per trattare i campi elettromagnetici riportati
nell’appendice A). In 2.1 costruiremo, dunque, un campo di pura radiazione
dove la radiazione e solamente elettromagnetica. Mentre, nelle sezioni 2.2
e 2.3, faremo delle considerazioni sulle proprieta generali delle “soluzioni di
pura radiazione”: cosa rappresentano fisicamente e cosa implica, per uno
spaziotempo, avere un tensore energia impulso di pura radiazione.

2.1 Costruzione di un campo di radiazione pura elet-
tromagnetica

Poniamoci in un sistema di coordinate cartesiano su uno spazio-tempo piatto®
e partiamo dal caso semplicistico di un onda elettromagnetica monocromatica
piana con campo elettrico nella direzione y e campo magnetico nella direzione
z (vedi figura 1).

La direzione di propagazione dell’onda ¢, dunque, quella individuata dal

6Possiamo trovare una prima definizione dei tensori energia impulso di radiazione pura
nella prima edizione del libro di testo di Tolman [19] del 1934.

"Ovvero il caso nel quale tutta la radiazione ¢ del tipo elettromagnetico.

8dunque con tensore metrico n := diag (—1,1,1,1)



Figure 1: Onda elettromagnetica piana che propaga nella direzione x: Rappre-
sentazione schematica di un onda elettromagnetica piana che si propaga nella direzione z
mantenendo campo elettrico e magnetico paralleli agli assi y e z. A sinistra ’andamento
del valore di campo elettrico e magnetico sulla sezione di piano xy e xz, a destra la rap-
presentazione dell’intensita di campo elettrico e magnetico su piani perpendicolari alla
direzione di propagazione dell’onda.

vettore di Pointing § (A.11) che, in questo caso, assume la forma?:
EB E?
s=1 0 |=10 (2.1)
0 0

dove, nel secondo passaggio, abbiamo considerato che per un’onda elettro-
magnetica | B| = |E| nel sistema CGS (c = G = 1).

Il tensore degli stress di Maxwell (A.12) per questo sistema assume la
forma esplicita®:

~E* 0 0
o= 0 00 (2.2)
0 00

ed ovviamente la densita di energia (A.10) sara®:

; E* . (2.3)

p

9 Si faccia riferimento all’appendice A per il formalismo adottato.



Trovo dunque le condizioni:

|5 = E”
p=E? (2.4)
O = —F* .

E siccome le direzioni da me scelte sono completamente arbitrarie, ho che in
ciascun sistema nel quale un onda elettromagnetica si propaga si ha:

poiché, per qualsiasi onda, posso mettermi nel sistema di riferimento nel quale
istantaneamente le direzioni del campo elettrico e magnetico combaciano con
quelle dell’asse y e z di un sistema di coordinate Galileiane cosi da ottenere
§ nella direzione x.

Riprendendo ora il caso particolare che ha portato alle condizioni 2.4.
Possiamo notare di essere in possesso di tutti gli strumenti per definire il

tensore energia impulso nel caso relativistico (A.9). Esso assume la forma':
pp 00
o _ [P p 00

T 0000 (2.7)
0000

Pit in generale, in qualsiasi situazione nella quale vale la condizione 2.5
si configura un tensore energia impulso che, mediante una rotazione spaziale
e riscalamento dei vettori di base, € possibile riportare nella forma 2.7.

La condizione 2.5 e la condizione che caratterizza un campo di pura ra-
diazione elettromagnetico. Ovvero un campo nel quale localmente tutta
I'energia elettromagnetica fluisce alla velocita della luce ( p = |5] ) in una
sola direzione ( |8] = 0,,). E possibile vedere come, se non avessimo richiesto

10Per un campo elettromagnetico di questo tipo, in questo sistema di coordinate, il
tensore di Faraday (si veda la definizione A.8) &:

0 0 —E, 0
w_ |0 0 —B. 0

e R (2.6)
0 0 0 0

da cui, il tensore energia impulso 2.7.



che la radiazione fluisse in un’unica direzione, avrei potuto, per esempio, ot-
tenere il caso di un fluido perfetto di fotoni, dove o = diag(p,p,p) e non si
ha nessuna direzione preferenziale.

Possiamo ulteriormente semplificare la forma del tensore energia impulso
ponendoci in un sistema di coordinate nulle, ovvero che “sondi” lo spazio
mediante le geodetiche nulle della metrica.

Consideriamo, sempre restando legati al nostro esempio, il nuovo sistema
di coordinate (u,v,y, z) con due coordinate nulle u, v e due coordinate carte-
siane y, z (si veda appendice B per un introduzione sulle coordinate nulle).
In questo caso la metrica piatta assume la forma:

ds® = —4dudv + dy* + d2* . (2.8)

Possiamo verificare che nel nuovo sistema di riferimento solamente la compo-

nente T del mio tensore energia impulso & non-nulla, mentre le altre sono
11

ZEero - :

00 _ O’ 8_370Ta5

Oy 0y°
Ay oy oyt oy oy oyt oyt oyt
1 1 1 1 (2.11)
:(§+§+§+5)P
™=T"=T"=.=0.

Ed in questo sistema di coordinate il tensore energia impulso 2.7 acquisisce
la forma esplicita:

1Tn questo caso stiamo usando, per semplicita, un sistema di coordinate misto (u, v, y, 2)
nelle quali le prime due coordinate son nulle e le ultime due sono ortonormali in modo
che, oltre alle condizioni gia riportate sopra, si abbia:

uy=u-z=v-y=v-z2=0. (2.9)
Dunque ho che solamente i seguenti termini della matrice di trasformazione delle coordi-
nate sono non nulli:
ou 1 ou 1 v 1 v 1

v I St Al by B by (2.10)



20 0 0 0
T = 88 88 (2.12)
0 000
Ovvero:
T = Uk*k" (2.13)
con'?: 5
K=o (2.14)

Tale formula vale per ogni sistema di pura radiazione nel quale si prende
un sistema di coordinate con una coordinata allineata alla direzione di radi-
azione. Infine, se teniamo in conto che la radiazione elettromagnetica viaggia
lungo geodetiche nulle possiamo slegare le relazioni 2.13 e 2.14 da ogni sis-
tema di coordinate ponendo:

(Tensore energia-impulso) (nullita) (geodeticita)

)
Tob — ggokb Kk —0  kOV, K (2.15)

dove la condizione geodetica si riferisce al fatto che le curve integrali aventi
come tangenti il campo vettoriale £ sono geodetiche.

12]] segno meno di 2.14 deriva dal fatto che la coordinata nulla u := t — x fosse stata
definita in modo che crescesse all’aumentare di t. Ma in tal modo la parte spaziale di u ¢
diretta in —z. Dunque, per allineare il flusso della radiazione alla direzione del sistema di
coordinate devo introdurre un segno meno.



2.2 Alcune caratteristiche generali dei
campi di pura radiazione

Nella sezione precedente (2.1) abbiamo visto come un campo elettromagne-
tico nullo®® possa essere usato per definire un tensore energia impulso di
pura radiazione. Inoltre, dalla proiezione del campo vettoriale k% (eq 2.14)
(usato per definire il tensore energia impulso 2.13) sulla parte spaziale della
metrica'4, possiamo vedere come la direzione spaziale del campo coincida con
la direzione di propagazione della radiazione elettromagnetica (definita dal
tensore di Maxwell 2.6), ovvero: 'asse x. Cio ¢ tutt’altro che una coincidenza,
come puo essere intuito dalla forma generale del tensore energia impulso di
pura radiazione 2.15.

Uno dei primi risultati fu ottenuto da Ivor Robinson [17] che, nel 1960,
mostro come un campo vettoriale nullo geodetico e shear-free, su una varieta
Lorentziana, e associato ad una famiglia di bivettori nulli, tra i quali possi-
amo sempre trovare una soluzione non banale di tipo nulla delle equazioni
di Maxwell. Questo risultato lega strettamente i campi di pura radiazione
ai campi elettromagnetici: ogni volta che abbiamo un campo di pura radi-
azione possiamo associarlo ad un campo elettromagnetico nullo e viceversa
un campo elettromagnetico nullo possiamo, alle volte, assimilarlo come un

13T campi elettromagnetici vengono classificati in base a due invarianti fondamentali cosi
definite:

1 —ol
P:=-F,F*=|B|?- 2.16
S FanF = || B = (2.16)
1 1 . E-B
Q= lFab s« [0 = g€“b°dFachd =— (2.17)
C

e la classificazione e significato fisico sono i seguenti:

e campi nulli (S = P = 0): in questo caso il campo elettrico e magnetico sono
perpendicolari e dello stessa intensita (in unitd geometriche)

e campi non nulli (P? + Q? # 0): e si ha l'ulteriore distinzione:

— P=0 @ #0: in questo caso ci si pud mettere in un sistema di riferimento
dove tutto il campo & elettrico (elettrostatica) o magnetico (magnetostatica).

— P =0 Q #0: in questo caso esiste un sistema di riferimento dove il campo
elettrico e magnetico sono proporzionali.

Yper estrarre la componente spaziale di k® possiamo usare il proiettore nx =
diag (0,1,1,1) se siamo nel sistema (u, z,y, z).

10



campo di pura radiazione!®.

Per dimostrare questo fatto partiamo dal risultato riportato anche in [17]:

Lemma 2.1. Dato un bivettore F® nullo' reale su una varieta Lorentziana,

le condizioni:
Fapky =0  Fuk’=0 (2.18)

definiscono una direzione k* nulla, reale e non banale. Viceversa, per ogni
campo vettoriale k* nullo diverso da zero le condizioni 2.18 determinano un
bivettore Fyy, reale, nullo, non banale, a meno di ampiezza e polarizzazione.

Robinson si accorse che per far si che il bivettore nullo, definito tramite
le relazioni 2.18 da un qualche £* nullo, fosse anche soluzione delle equazioni
di Maxwell per un campo nullo!:

V, F®=J"=0

(2.19)
V[anc] =0

bastasse richiedere che il campo vettoriale k* fosse anche geodetico e shear-
free. Tali condizioni aggiuntive si dimostrarono oltre che sufficienti anche
necessarie. sempre da [17]:

Teorema 2.2. Se valgono le relazioni 2.18 allora:
k® nullo geodetico shear-free <=> IF% bivettore nullo soluzione di 2.19

Riassumendo in termini fisici quanto fatto finora possiamo dire che i campi
elettromagnetici nulli sono descrivibili da un tensore energetico di radiazione
pura e un tensore di radiazione pura ha come sotto caso nel quale tutta
I’energia ¢ elettromagnetica quello dei campi elettromagnetici nulli. In questo
modo & dunque spiegato il perche siamo partiti dal caso elettromagnetico
(nella sezione 2.1) per giungere alla forma generale di un tensore che puo
descrivere anche altre situazioni.

Conservazione dell’energia

Una caratteristica interessante per uno spazio di radiazione pura e che possi-
amo semplificare la condizione di conservazione dell’energia V,7% = 0. In-
serendo la forma generale per un tensore energia impulso di pura radiazione

15Faremo una precisazione per quanto riguarda questo aspetto a fine della sezione 2.3
16tale che F*F,, =0

11



2.15 nell’equazione di conservazione dell’energia V,7% = 0 otteniamo:
VI =V, (VEK") = K'V, (Tk*) + Uk VK (2.20)

dove il secondo termine a destra si annulla grazie alla condizione che k% sia
geodetico (2.15). Dunque, possiamo ridurre la condizione di conservazione
dell’energia per uno spazio di pura radiazione alla forma

Vo (PEY) =0 (2.21)
Traccia del tensore di Ricci

Per la forma di un campo di pura radiazione (2.15):
T=T;=Yk%, =0. (2.22)

e dalla relazione

R = —8xT (2.23)

che possiamo ottenere prendendo la traccia dell’equazione di Einstein 1.1,
abbiamo che, in generale, per un campo di radiazione pura

T=R=0. (2.24)

Dunque, le equazioni di Einstein si riducono ad una semplice proporzionalita
tra il tensore di Ricci e quello energia impulso:

Ry = 87T (2.25)

mediante questa corrispondenza possiamo definire direttamente una “null
dust solution” come uno spazio-tempo che abbia:

Rab == Gab == 87T\11]{3a]€b (2.26)

12



2.3 Significato e interpretazione di un
campo di pura radiazione

I campi di radiazione pura sono, assieme ai campi elettromagnetici e i fluidi
perfetti [18], alcune delle soluzioni di maggior interesse fisico delle equazioni
di Einstein 1.1.

Possiamo formalizzare meglio il risultato 2.15, ottenuto a fine della sezione
2.1, slegandolo dall’interpretazione elettromagnetica dandone la definizione
alla quale siamo giunti di spazio-tempo di pura radiazione.

Definizione 2.1 (Spazio-tempo di pura radiazione). Gli spazi-tempi di pura
radiazione sono le soluzioni delle equazioni di Finstein 1.1 con tensore ener-
gia impulso della forma:

Ty = Vk,ky (2.27)

con ko campo vettoriale nullo (k°k, = 0), geodetico (k*V.ky = 0) e U una
funzione scalare reale.

Un tensore energia impulso cosi definito (2.27) ha un’interpretazione fisica
immediata in termini di radiazione con massa nulla. Il campo vettoriale k, di
2.27 specifica la direzione nella quale la radiazione si sta muovendo e lo scalare
U indica l'intensita del campo. Fisicamente un tensore energia impulso di
pura radiazione puo descrivere radiazione gravitazionale o radiazione de-
scritta da teorie classiche relativistiche di campi (come l'elettromagnetismo)
o una combinazione dei due casi. Le soluzioni di vuoto sono anch’esse un caso
speciale delle soluzioni di pura radiazione per le quali ¥ = 0, quindi risulta
normale trovare che spesso venga imposto che spazi-tempi di pura radiazione
si riducano alla soluzione di vuoto se ¥ — 0.

Oltre al caso elettromagnetico, dove i campi di radiazione pura vengono
spesso usati per descrivere onde elettromagnetiche con alta frequenza o raggi
di luce incoerente, essi si prestano anche a descrivere fasci di neutrini che per
semplicita vengono assunti con massa nulla [7].

Bisogna, pero, fare attenzione alla differenza tra “Spazi-tempi di Einstein-
Maxwell” e “Spazi-tempi di radiazione pura”. I primi descrivono soluzioni
delle equazioni di Einstein e di Maxwell in contemporanea, i secondi sola-
mente le soluzioni delle equazioni di Einstein con tensore energia impulso
definito da 2.1. Un esempio esplicativo sono proprio le onde elettromag-
netiche piane prese individualmente, relativisticamente sono descritte dalle
cosl dette “electrovacuum solution”, mentre una mistura incoerente delle

13



stesse puo essere descritta da “radiazione pura”. Nel capitolo 2.1 abbiamo
trascurato il fatto che se I’'onda piana definita in 2.6 avesse mantenuto campo
elettrico e magnetico lungo gli stessi assi allora avrebbe rotto la simmetria
spaziale rotazionale intorno all’asse x che, invece, si ha quando siamo in un
campo di radiazione pura. Onde per cui un campo di radiazione pura descrive
un campo elettromagnetico solamente nel caso I'unica direzione individuabile
e quella di propagazione dello stesso, dunque nei casi di mistura incoerente
di onde o fasci di radiazioni ad altissima frequenza.

14



3 Spazio-tempo di Vaidya

Lo spazio-tempo di Vaidya e le sue generalizzazioni sono alcune delle pitt sem-
plici, ma allo stesso tempo pit usate, metriche soluzioni esatte delle equazioni
di Einstein nel caso di spazio contenente radiazione pura'”. 1l loro largo
impiego, sia in fisica teorica che in cosmologia, ¢ dovuto principalmente alla
loro grande rappresentativita di un sistema dinamico molto presente nel nos-
tro universo: lo spazio esterno ad un corpo a simmetria sferica emittente
radiazione “nulla”!® isotropa (e.g. lo spazio esterno ad una stella). Piu re-
centemente la metrica di Vaidya e stata anche usata per descrivere lo spazio
esterno a buchi neri per lo studio della loro evaporazione e della radiazione
di Hawking [10] [13] [16]. Da cui il rinnovato interesse di studiarne meglio le
caratteristiche geometriche e le iper-superfici singolari'® [5].

Per la prima volta presentata nel 1950 da P.C. Vaidya [20], mediante
la scrittura dell’elemento di linea nelle coordinate di Schwarzschild (%, r, 6,
¥ ), fu poi, sempre ad opera di Vaidya, riscritta nelle coordinate radiative
di Eddington-Finkelstein® [21]. La formulazione in questo nuovo sistema di
coordinate, anche se perde di immediatezza fisica, € quella che ha riscosso piu
successo e che possiamo trovare in molti libri di testo [8] [18] e pubblicazioni
che trattano tale spazio-tempo.

Nel capitolo 3.1 andremo a derivare la metrica di Vaidya con la procedura
originaria (ripresa da [20]) e daremo un interpretazione fisica dello spazio
esterno ad un corpo emittente radiazione pura mediante lo studio di alcune
quantita che restano costanti lungo le linee di flusso dell’energia.

Dimostreremo poi, come la stessa metrica possa essere scritta nelle co-
ordinate di Eddington-Finkelstein semplicemente imponendo la dipendenza
della massa dalla coordinata nulla w:

m — m(u) (3.1)

per l'elemento di linea di Schwarzschild (C.1).
Infine, collegheremo i due sistemi di coordinate in 3.3 e daremo, nella
sezione 3.4, la caratterizzazione covariante dello spazio-tempo di Vaidya in-

17Si faccia riferimento alla sezione 2 per la definizione di “radiazione pura”.

18Per radiazione nulla intendiamo senza massa o con massa trascurabile.

19Proprio perché si pensa che tali iper-superfici possano venirsi a creare fisicamente nel
nostro universo. Ipotesi che prima veniva discussa solamente in linea teorica [14].

20Si faccia riferimento all’appendice C per un introduzione sul sistema di coordinate di
Eddington-Finkelstein.
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dividuando una congruenza di curve nulle, geodetiche, shear-free, twist-free e
con expanzion « 1/r. In tal modo potremo anche collocare lo spazio-tempo
di Vaidya all'interno della classe di spazi-tempi di Robinson-Trautman di
radiazione pura.

Dopo di che, mediante la forma esplicita del campo vettoriale tangente
alla congruenza nulla trovata esplicitamente in 3.4, compiremo anche uno
studio su alcuni aspetti globali della geometria dello spazio-tempo di Vaidya
quali: la sua struttura causale, la classificazione degli orizzonti e come possa
essere esteso in modo massimale.

Daremo, infine, le generalizzazioni piu importanti della metrica di Vaidya:
quella a carica non nulla (@ # 0) e quella a momento angolare non nullo
(Q # 0). Forniremo una breve analisi degli scalari ottici per i campi vettoriali
nulli radiali anche in questi ultimi due casi.

3.1 Costruzione a partire dal tensore energia impulso

La necessita di trovare la metrica esterna ad un corpo con simmetria sferica
in presenza di radiazione pura, come anticipato nell’introduzione, nasce da
un’esigenza prettamente fisica: quella di descrivere lo spazio-tempo esterno
ad una stella. Infatti, possiamo assumere che a causa della grande quantita
dei processi di fusione interni e alla loro incoerenza temporale, la maggior
parte dell’energia irradiata da una stella avvenga per via elettromagnetica
sotto forma di luce non polarizzata con fase random?!. Dunque ben descritta
da un tensore energia impulso di radiazione pura, del tipo 2.15.

Fu in base a queste considerazioni che nel 1950 P.C. Vaidya [20] tramite
un approccio molto fisico al problema: definendo inizialmente un tensore
energia impulso adatto a descrivere il fenomeno e poi risolvendo le equazioni
di Einstein??, riusci a ricavare una metrica (soluzione esatta delle equazioni
di Einstein) descrivente lo spazio-tempo esterno ad un corpo con simmetria
sferica in presenza di radiazione pura.

Consideriamo, dunque, il problema di un corpo di massa M, non rotante,
con carica nulla, a simmetria sferica, di raggio ry, con spazio esterno inizial-
mente statico descritto dalla geometria di Schwarzschild, che, ad un certo

21Questo & un fatto ben noto anche dal punto di vista sperimentale, per quanto riguarda
losservazione delle stelle.

22Contrariamente a come faremo nella sezione 3.2, dove partiremo da una metrica data
e ricaveremo il tensore energia impulso ad hoc in modo che tale metrica sia soluzione delle
equazioni di Einstein.
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I

Zona interna

Zona di
radiazione
Zona esternra
(Vuota)

Figure 2: schema di tripartizione dello spazio-tempo: rappresentazione
schematica delle zone nelle quali viene suddiviso lo spazio-tempo nel caso di massa
emittente radiazione isotropa. La zona interna, piu scura, rappresenta l’interno
della stella. La zona di radiazione, piu chiara, rappresenta la zona dello spazio-
tempo con tensore energia impulso di tipo radiazione pura. Infine, la zona esterna,
non colorata, & descritta dallo spazio-tempo di Schwarzshild.

istante t(, inizia a irradiare energia sotto forma di radiazione pura nella di-
rezione radiale uscente. Ad un istante successivo t; > tg la zona di radiazione
si sara estesa ad un raggio r = r; > rg. Si verranno dunque a creare 3 zone
distinte nello spazio-tempo (vedi figura 2):

e Una regione internaval corpo (r < ry) descritta da un tensore ener-
gia impulso che modellizza 'interno stellare (che non verra trattata in
questa tesi);

e Una regione intermedia (ro < r < ry) detta “zona di radiazione” nella
quale il tensore energia impulso e del tipo radiazione pura (2.15);

e Una regione esterna (r > r1) ancora descritta dalla geometria di Sch-
warzschild.
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Supponendo che l'irraggiamento di energia avvenga in maniera isotropa nella
direzione della coordinata radiale, senza dunque alterare la simmetria sferica
dello spazio esterno, possiamo considerare, per la regione ry < r < 71, una
metrica anch’essa a simmetria sferica, del tipo:

ds? = —evdt? + erdr? + r? (d6* + sin*0de?) (3.2)

dove, sempre dall’ipotesi di simmetria sferica, le quantita A e v sono funzioni
dipendenti unicamente dalle coordinate r e ¢:

A=Art) v=uv(rt). (3.3)

Il tensore energia impulso per questa regione di spazio sara del tipo di radi-
azione pura 2.15, che riportiamo di seguito per riferimento:

Ty = Pkky  k%k,=0 KV, k' =0.

Dall’ipotesi che il flusso di energia sia radiale possiamo subito porre: k? =
k3 = 0 (ovvero il campo vettoriale k% non ha componenti angolari) e dunque
le componenti del tensore energia impulso si riducono a:

19 = pk°ko 3 TV = pk'ky 3 T, = pk'ko ; Ts =T; =0. (3.4)

Inoltre, dall’ipotesi di nullita del vettore k%, usando la metrica 3.2, possiamo

giungere alla seguente:
Jukk* =0 = K’ko+k'ky =0 35)
— e (K) e (B =0 |

che mette in corrispondenza diretta le componenti temporali e radiali del
vettore k*. Mediante questa relazione (3.5) possiamo anche mettere in cor-
rispondenza tra loro le diverse componenti non nulle del tensore energia im-
pulso 3.4:

e moltiplicando 'equazione 3.5 a destra e a sinistra per p ottengo:

19+ T =0 (3.6)
e moltiplicando 3.5 a destra e a sinistra per pz—é ottengo:
T2 +T0 =0 . (3.7)
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Infine, grazie alla proporzionalita diretta delle componenti del tensore di Ricci
e quello energetico per i campi di pura radiazione (equazione 2.25, mostrata
nella sezione 2.3) le equazioni 3.6 e 3.7 divengono le seguenti equazioni di
campo?3:

(N =V 2 2
(3.6) = ¢ A( . —ﬁ>+ﬁ:0 (3.8)
N1 1A
(3.7) = e (7 - ﬁ) +5 ;e‘(””/? =0. (3.9)

Mentre, per esempio, sempre tramite la diretta proporzionalita del tensore
energia impulso e quello di Ricci, la condizione T = 0 di 3.4 si traduce
nell’equazione:

/ //\/ /_)\/ . )'\2 )\
—e*(u”+i—”—+” >+e” A+ -2 ) =0, (3.10)

2 2 r 2 2

Da queste equazioni di campo e dalle condizioni di raccordo in r = r; con la
metrica di Schwarzschild

2 om\ !
g — (1 _ _m) a2 (1 _ _m> dr® + 2 (d6? + sin® 0d¢?)  (3.11)

T T

e a quella interna stellare in r = ry, possiamo determinare univocamente la
metrica che stiamo indagando?®*.

— Risoluzione delle equazioni di Einstein —

In questa sottosezione andremo a risolvere le equazioni di campo 3.8 e 3.9.
Faremo vedere, inoltre, che cio implica anche la validita della relazione 3.10.

2In realtd per ottenere le equazioni 3.8 e 3.9 devo prima maneggiare algebricamente
le componenti del tensore di Ricci usando il fatto che (si faccia riferimento all’appendice
E) R§ = R} + #e’*, R% = R3 e le componenti diagonali del tensore di Ricci sono
legate dalla relazione R = 0 per i campi di pura radiazione (si veda sezione 2.3), dunque
R)+ R} + R+ R} =0.

24In questa tesi non andremo a porre le condizioni di raccordo in quanto siamo interessati
solamente alla caratterizzazione geometrica della metrica della zona di radiazione (vedi
figura 2).
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Poiché stiamo lavorando all’esterno di un ipotetica “stella” (non collas-
sata) & ragionevole considerare il caso in cui r > 2m 5. Onde per cui possi-
amo ridefinire alcuni parametri della metrica 3.2 anche con funzioni singolari
in 7 = 2m, al fine di poter semplificare i calcoli.

Cio detto, iniziamo ponendo

e = (1 - 277”) con m :=m(r,t) (3.12)

Mediante tale equazione possiamo trovare un modo di esprimere \ e la sue
derivate in 7 e in ¢ rispetto alla funzione m(r,t) e alle sue derivate:

,  2m/r —2m
o (r—2m)

o (3.13)

A:

r—2m
dove il punto indica la derivata rispetto a t (i = dm/0t) e 'apice la derivata
rispetto a r (m’ = Om/0r).
Inserendo queste quantita nell’equazione 3.8 otteniamo la relazione:

e M2m/ 4 e =0 (3.14)
che possiamo riscrivere cosi: p
m
i 0 (3.15)
introducendo 'operatore:
4. _pl - P (3.16)

dr -’ ot or’

Dall’equazione 3.14 possiamo esprimere e” in base a m' e m:

(Yo (B Y] e

In modo tale che possiamo esprimere anche il valore di ¢/ in base alla funzione
m e alle sue derivate radiali e spaziali:

"

' om'r — 2
u’:2<@—m—>+u. (3.18)

moom r(r —2m)

2511 raggio di Schwarzschild.
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A questo punto prendiamo la seconda equazione di campo 3.9 e sostitu-
iamo i valori trovati per A e v. Otteniamo cosi I'’equazione differenziale:

1—e?
2

:<1_2_m) <ﬁ'_m_”):2_m. (3.19)

Per risolvere questa equazione differenziale iniziamo da una sua riscrittura
nella forma:

(3.9) = e (N =) +2 =0

. -1
. 4 logm' = (1 — 2_m> 2m (3.20)
m

Notiamo che

Allora:

e 'equazione (3.20) diviene:

m d , 2m m' d 2m

Moltiplicando per m e dividendo per m':

d m d 2m d 2m
—1 = "1 - =— ——1 1—— 29
togm i rog{m( 7“)} og( 7“) (3.22)

Otteniamo infine:

. d , 2m\|  ,d , 2m
rm log [m (1 - T)] =m log [m (1 " )] (3.23)

L’equazione e dunque risolta imponendo:

m (1 - 2—”") = f(m) (3.24)
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Infine, possiamo mostrare che scegliendo A e v mediante le equazioni 3.14 e
3.17 con la condizione 3.24 allora viene automaticamente soddisfatta anche
I'ultima equazione di campo 3.10. Infatti, prendendo A e v secondo 3.14
e 3.17 e richiedendo che sia soddisfatta 3.24, sto gia imponendo che 3.9,
ovvero R§ + Rj sia soddisfatta, e considerando che® R3 = R3 e R = 0 come

conseguenza avrf):
RE=0=T?=0 (3.25)

Ovvero 3.10 e soddisfatta.

L’elemento di linea finale, che descrive lo spazio esterno ad una stella in
presenza di radiazione pura radiale, e I’elemento di linea 3.2 con le relazioni
riquadrate 3.12 e 3.17 :

r

9 9 o\ !
ds? = _% (1 _ Tm) dt? + (1 — _m) dr? —{—7‘2 (d92 + sin? 9d¢2> (326)

con la richiesta che valga 3.24:

r

m’ (1 - 2—m> = f(m) m=m(rt) (3.27)

per la regione di spazio detta zona di radiazione
Cm<)ro<r<mr ; to<t<ty ; 0<fO<m ; 0<op<2m. (3.28)

3.1.1 Interpretazione fisica del fenomeno

Ci accingiamo ora a dare un interpretazione fisica alla metrica sopra derivata,
portando alla luce il comportamento di alcune quantita con le quali siamo
soliti lavorare e ragionare in fisica classica. A questo proposito, l'aver ot-
tenuto la metrica nelle coordinate di Schwarzschild gioca a nostro favore,
infatti, € ben noto che per un osservatore in r — 400 le coordinate (t, 7, 6,1))
divengono le usuali coordinate (tempo proprio, distanza dall’origine, coordi-
nata assiale, coordinata azimutale).

L’interpretazione fisica della metrica 3.26 avviene tramite lo studio del
comportamento del nucleo dell’operatore 3.16:

d . ,0 ;0
E_kEJrkE (3.29)

26Si faccia riferimento all’appendice E per i valori del tensore di ricci per la metrica 3.2.
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che puo essere interpretato come la “derivata nella direzione delle linee di
flusso del campo di pura radiazione”.

Una quantita che sappiamo gia soddisfare tale condizione e la funzione
m = m(r,t). Infatti, 'equazione 3.15 & proprio:

dm

=0 3.30
dr ( )

Un altra equazione di questo tipo possiamo ricavarla dalla condizione geode-
tica di k. Infatti, eliminando il vettore £° dall’equazione geodetica per k'
tramite la relazione di nullita per k* 3.5, ottengo:

EV k=0 = k°V k' =0

ok ok [N+ (3.31)
()\ v)/2 (A=v)/2 1 _
87" 5 + ( 5 + Ae ) kE'=0

Possiamo far vedere come il termine tra parentesi, a sinistra dell’'uguale di
3.31, si annulla per le equazioni di campo 3.8 e 3.9 che, ovviamente, se siamo

nella metrica 3.26 sono soddisfatte. Dunque, moltiplicando per e*? ¢id che
rimane dall’equazione 3.31 ¢
k! k!
AR ev2 = 3.32
R T T (3:32)
che corrisponde a dire?”
dk!
—~ —0l. 3.33
dr ( )

Infine, puo essere ricavata un’ultima quantita, che sotto ’azione dell’operato-
re d/dr va in zero. Partendo dall’equazione di conservazione dell’energia per
i campi di pura radiazione 2.21, usando la linearita della derivata covariante
e i coefficienti di connessione®® per la metrica 3.26 otteniamo

Va(pk®) =0
(Vap) k* + p(Vak®) =0

) o (3.34)
pka+p( +rgbk:b) =0

ox® oz

2TGrazie alla relazione 3.5 tra le componenti di k0 e k*.
28Gi faccia riferimento all’appendice E per i valori espliciti dei coefficienti di connessione
per la metrica 3.2.

23



Svolgendo il calcolo di 3.34 giungiamo all’equazione®:

py (,07‘ sinfke+) /2) =0. (3.36)

Che posiamo sviluppare esprimendo k° in base a k' mediante la relazione
3.5:

9 (r®sinfpk®e*)/2) 4 9 (r2sinfpk’e>H)/?) = 0

ot or

) D s (3.37)
at( p)‘|‘a(7“k‘€(+”)/):0

Eseguendo le derivate parziali dei termini contenenti A e v e raccogliendo
intelligentemente i termini posso giungere all’equazione:

!/
887“ (r’pk') + aat(?“ pk') e A+1)/2 4 2 et ()\ ;—V + A~ ”)/2) =0 (3.38)

Da cui, con lo stesso ragionamento eseguito per quanti riguarda l’equazione
3.31, possiamo dire che l'ultimo termine tra parentesi a sinistra dell’'uguale
si annulla e ottenere ’equazione:

5, 0 d (r’pk')
Mv)/2 —
g (r’pk') + 5 (r’pk') e 0= By 0. (3.39)
Insieme, i risultati 3.33 e 3.39 implicano
d d
e (7‘2pk1]{31) = (TQTH) =0 (3.40)
ed
d o

Le relazioni 3.30, 3.33 e 3.41 acquistano significato se considero l'interpre-
tazione dell’operatore d/dr data all'inizio della sezione. Tale operatore, ri-
cordiamo infatti, essere I'operatore derivazionale lungo le linee di flusso del

29dove abbiamo usato I’equazione

0
Iy = —@109 (V=9) (3.35)

per il calcolo di I'?, k.
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campo, che ricordiamo essere radiali, nulle e dirette verso I'esterno. In ogni
momento nella zona di radiazione vi € un fronte d’onda sferico con distanza
r dal centro e che si muove verso l'esterno sul quale le funzioni m, k' e r?p
sono costanti. Al bordo della zona di radiazione vi & un fronte d’onda che si
propaga nello spazio vuoto di Schwarzschild secondo ’equazione:

R+2M1In(R—2M) —t = const (3.42)

e che porta con se l'informazione che la massa della stella € ancora quella
iniziale del corpo, prima che iniziasse a irradiare. Su tale guscio sferico,
per come abbiamo costruito il problema, dobbiamo imporre le condizioni
di raccordo con la metrica di Schwarzschild. Tali condizioni andranno ad
eliminare uno dei due gradi di liberta rimasti alla metrica di Vaidya [20].
Mentre I'altro grado di liberta viene fissato dalle condizioni di raccordo della
metrica di Vaidya con quella dell’interno della stella in r = ry (si veda figura
2).

Una trattazione del flusso di energia per lo spazio-tempo di Vaidya e stata
eseguita da R.W. Lindquist e R.A.Schwartz [14]. Seguendo quanto fatto da
loro possiamo calcolare la luminosita di una “stella di Vaidya”, definita come:

L = 4nr¥q (3.43)

dove ¢ ¢ la densita di energia percepita da un osservatore con quadri-velocita
v

q = Tpv™® (3.44)

Per semplificare i calcoli ci poniamo nel sistema di coordinate nulle di Edding-
ton-Finkelstein® nelle quali la metrica di Vaidya (come vedremo in 3.2) as-
sume la forma 3.52. Consideriamo dunque un osservatore con quadri-velocita
v® in moto radiale attorno alla sorgente di campo di radiazione pura e chi-
amiamo U la componente radiale del suo vettore di quadri-velocita:

_dr

U:=v"=—
v dr

(3.45)

(con 7 il tempo proprio dell’osservatore). Sfruttando il fatto che la traiettoria
dell’osservatore sia radiale (v = v¢ = 0) e di tipo tempo v%v, = —1 ottengo

30Per un’introduzione delle coordinate di Eddington-Finkelstein si faccia riferimento
all’appendice C.
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che:

v, = —1
guu(vu>2 + QQUT‘UuUT =-1

= 1—2m—(“) v")? 4+ 200" +1=0
( )@

r

(3.46)

Risolvendo I'equazione di secondo grado per v* e scegliendo la soluzione rap-
presentante la particella uscente otteniamo:

V= —— (3.47)

Dove abbiamo definito v = \/ 1+0U2 - 2mT(“) Dalla forma del tensore energia-

impulso (si veda 3.61 sempre ricavata nella sezione 3.2) posso riscrivere g nella

sua forma esplicita:
m/ 1
=— — 3.48
1 Amr? (y + U)? (3.48)

Per un osservatore a riposo all’infinito abbiamo subito che:

d
LOO(U) = r—)cgrr(l]:OL - _m/ - _£

(3.49)

Infine, dalla forma di L. e dalla definizione L := 47r?q possiamo riscrivere

la relazione 3.48 come:
Lo =L(y+0U)” (3.50)

che mostra immediatamente come la luminosita L si riduce di un fattore
(v 4+ U) a causa di un red-shift dell’energia piu ci si muove verso ’esterno.

26



3.2 Costruzione a partire da Schwarzschild

Consideriamo la metrica di Schwarzschild nelle coordinate nulle di Edding-
ton-Finkelstein ritardate®' C.9:

ds® = — <1 — Q—m) du® = 2dudr + r* (d9? + sin®(0)d¢?) (3.51)

r

e concediamo al parametro di “massa” m di poter dipendere dalla coordinata
nulla u (m — m(u)) giungendo dunque alla metrica:

r

ds? = — (1 - Qm(“>> du® — 2dudr + 12 (6> + sin®(0)d¢?) . (3.52)

Possiamo dimostrare che la metrica ottenuta ¢ soluzione delle equazioni di
Einstein e ricavare la forma del tensore energetico che ne consegue seguendo
le formule riportate nell’appendice D. Dall’elemento di linea 3.52 possiamo

dedurre che le componenti non nulle del tensore metrico e del suo inverso®?
sono: ) 2(a)
m m(u
— _ 1 = 11 -1

9oo ( , ) 9 ,

gor = —1 9" =-1 (3.53)

922 = —r? 922 = —r?

g3z = —r2sin*(0)  ¢* = —r2sin~%(0).

Applicando poi I'equazione D.1 calcoliamo i coefficienti di connessione®® o

“simboli di Christoffel”:

Ig = —miu) Iy — -0 T”Zﬁ“) + 2mfu) (3.54)

Iy, = w I, =2m(u) —r iy = (2m(u) — ) sin(6)? (3.55)
Iz, = 1 9, =7 I'Y =rsin(6)? (3.56)

[2 — _sin(0)cos(0) T% —+ T3, — ;OZEZ; (3.57)

3lvedo appendice C per la derivazione della metrica di Schwarzschild nelle coordinate
nulle di Eddington-Finkelstein.

321] tensore metrico inverso & definito come quel tensore tale per cui gapg*¢ = 6¢

331 valori dei coefficienti di connessione 3.54 possono anceh essere trovati in [5].
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E infine, ricaviamo le componenti del tensore di Ricci, sempre nelle coor-
dinate (u,r,0,¢), applicando 1'’equazione D.3. Scopriamo che solamente la
componente Ry € non nulla

2m/ (u)
2

Rop = —

R, =0sepAv #0 (3.58)

dove m/(u) = dTZ—Q(L“).

Da un’immediata applicazione delle equazioni di Einstein 1.1 possiamo
dunque vedere che il tensore energia impulso e quello di Ricci sono dello
stesso tipo:

1
811, = R, — §gWR (3.59)

. 1
— (€q.2.25) T, = S_WRW (3.60)

Portandoci ad una forma del tensore energia impulso a noi familiare (dalla
sezione 2.1):

Tw, = 0 altrimenti (3.61)

Amr? 7

Infatti, considerando che u ¢ una coordinata nulla geodetica®* posso riscrivere
il tensore energia impulso nella forma:

Tw, = ®kyky , con k, := —u, geodetico nullo, (3.62)

Ovvero: il tensore energia impulso per questo spazio-tempo e del tipo di
“radiazione pura” (2.15). Cio conclude la dimostrazione del fatto che la
metrica 3.52 € una soluzione delle equazioni di Einstein rappresentante un
campo di radiazione pura esterno ad una massa a simmetria sferica. Lo
stesso procedimento puo essere ripetuto prendendo, questa volta, la metrica
di Shwarzschild in coordinate nulle di Eddington-Finkelstein avanzate. Sep-
pur i procedimenti matematici sono analoghi, il caso fisico descritto & quello
di un corpo centrale con massa a simmetria sferica nel quale la radiazione
“pura” circostante converge .

33Dove ho usato il fatto che R = Rl = g" R, = 0 poiche g"” = 0 quando R, # 0 e
viceversa
34La dimostrazione pud essere trovata nell’appendice C.
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3.3 Problematiche riguardanti il sistema
di coordinate

E possibile ottenere la metrica di Vaidya nelle coordinate nulle di Eddington-
Finkelstein direttamente dall’elemento di linea 3.26 mediante il cambiamento
di coordinate:

(t,r,0,0) — (u,r,0,0) (3.63)

con u := u(m) tale che:

oI e 2a) (02)

Cosi facendo, nell’intersezione dei domini dei due sistemi di coordinate, possi-
amo dire che la metrica 3.26 e 3.52 rappresentano lo stesso spazio fisico. Nella
forma 3.52, pero, il dominio della soluzione risulta essere esteso alla regione
in r < 2m?°. Da questo fatto possiamo dedurre che la singolarita superficiale
che si forma in 7 = 2m(u) per la metrica 3.26 ¢ una singolarita apparente
dovuta al sistema di coordinate di (¢,r,0, ¢), analogamente a quanto avviene
per lorizzonte degli eventi di Schwarzschild.
La metrica 3.52 ¢ soluzione esatta delle equazioni di Einstein, come di-
mostrato in 3.2, per:
r € (0,+00) 6€(0,+m)
u € (0,+00) ¢ € (0,2m)

Nelle coordinate nulle di Eddington-Finkelstein risulta anche pit immediata
la riduzione all’elemento di linea di Schwarzschild. Infatti, come possiamo
vedere all’inizio della sezione 3.2, basta semplicemente porre m = 0 per pas-
sare da 3.52 a 3.51. La maggior parte delle pubblicazioni che riguardano la
geometria dello spazio-tempo di Vaidya adoperano questo sistema di coordi-
nate [5].

Un altro sistema di coordinate nel quale possiamo porre la metrica di
Vaidya e quello delle coordinate rettangolari nella forma di Kerr-Schild, dove
tale metrica assume la forma:

(3.65)

2
ds* = —dt* + daz? + dy* + d2* + m(u) (kodX?)? = gupdXdX®  (3.66)
r

35dove, come dimostrato in 3.2, la metrica 3.52 & comunque soluzione esatta delle
equazioni di Einstein 1.1
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(dove [X“] = [t,,y, 2], mentre [k,] = [-1,%,% 2] & un vettore nullo con
r:= 2%+ 1y*+y? ). Dove 'unica differenza dal caso statico ¢ che m dipende
da u. Anche in questo caso risulta “curioso” il fatto che per passare dal
caso di metrica nello spazio vuoto a quella di pura radiazione basti, se si e
in un sistema con una coordinata nulla e una coordinata coincidente con la
direzione del flusso di energia, far dipendere la massa dalla coordinata nulla.

Tuttavia, sia in quest’ultimo sistema di coordinate che in quello delle
coordinate nulle di Eddington-Finkelstein, la metrica rimane incompleta [8]
[12] [5] [24]. Infatti, non ¢ chiaro cosa succeda alla funzione di massa m(u)
per u — oo, un estensione ¢ dunque richiesta. Risulta, quindi, naturale
chiedersi se, perseguendo il parallelismo con il caso statico®®, non si possa,
anche per la metrica di Vaidya, trovare un sistema di coordinate doppie-nulle
tipo il sistema di coordinate di Kruskal per Schwarzschild?”.

R.W. Lindquist e R. A. Schwartz nel 1965 [14] provarono, per primi, ad
approcciare tale problema , tuttavia il loro insuccesso li porto a concludere
che il passaggio alle coordinate doppie-nulle per la metrica di Vaidya non
fosse possibile in generale. Successivamente, alcuni risultati furono comunque
ottenuti da B. Waugh e K. Lake [24] per funzioni di massa specifiche (e.g.
dipendenza lineare o esponenziale di m dalla coordinata nulla u in 3.52). In
tali casi e infatti possibile (come fatto in [24]) partire dall’elemento di linea
doppio-nullo a simmetria sferica generale3®

ds® = — f(u,v)dudv + r*(u, v)dQ? (3.67)

e risolvere le equazioni di Einstein imponendo che il tensore energia-impulso
sia del tipo “radiazione pura”, come riportato nella definizione 2.1.
Nel caso di dipendenza lineare della massa:

m=au-+Db (3.68)

abbiamo anche studi piu specifici nei quali vengono ricavate considerazioni
pit peculiari sul comportamento di alcune grandezze fisiche in tali sistemi [1]

2].

36Lo spazio-tempo di Schwarzschild.

3711 sistema di coordiante di Kruskal ricopre interamente la varietd di Schwarzschild
“incollando” tra loro le parti di varieta descritte rispettivamente dal sistema di coordinate
di Eddington-Finkelstein avanzate e ritardate.

38Nell’elemento di linea 3.67 & gid stata imposta la simmetria sferica e dQ? = df? +
sin?0dg? & I'elemento di angolo solido.
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L’estensione generale®® della metrica di Vaidya avvenne mediante un altro
sistema di coordinate (non quello doppio-nullo) introdotto da W. Israel [11]
nel 1967. Tale estensione risulta essere massimale e racchiude al suo interno
tutti gli orizzonti degli eventi della metrica. Tuttavia, come fatto notare
anche da Fayos, Martin-Prat e Senovilla [6] tale estensione non risulta unica.
Tratteremo meglio 'estensione di Israel in 3.5.

3.4 caratterizzazione covariante

Prendiamo ora in considerazione il campo vettoriale di flusso del tensore
energia impulso di pura radiazione per la metrica di Vaidya® 3.62:

ko = —Oau . (3.69)

Esso ha, nel sistema di coordinate nulle di Eddington-Finkelstein 3.52, espres-
sione esplicita:

[k*] = [0,—1,0,0]* (3.70)

e dall’ipotesi che il tensore energia impulso sia di pura radiazione (si veda la
definizione 2.1), possiamo subito dire che k* & nullo e geodetico. Possiamo
verificarlo usando la metrica 3.52 e i coefficienti di connessione 3.54.

e L% nullo:
k%, =0 (3.71)

come ¢ possibile dedurre dalla controparte covariante di 3.70.

e Lk geodetico: La derivata covariante del vettore k* ¢ esprimibile come

39In questo contesto “estensione generale” ¢ intesa come “estensione che vale per ogni
dipendenza della massa m da u”.

401 vettore di flusso del campo energetico per il tensore di pura radiazione T,,k%k" &
semplicemente k®.

41Le componenti covarianti del vettore, ovvero k,, che saranno utili per i calcoli degli
scalari ottici sono ottenute con la solita procedura di abbassamento dell’indice k, = gabkb
mediante la metrica 3.52 e sono:

[ke] = [1,0,0,0] .
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il tensore (0,2):

~m 0000
V=[5 = 0 o (372)
0 0 0 sin%f
che porta subito all’equazione del trasporto parallelo:
KV oky = k'Viky =0 (3.73)

dove abbiamo usato il fatto che 'unico elemento di k% non nullo fosse
quello radiale.

Come riportato nell’appendice F per un campo vettoriale nullo geodetico
¢ possibile calcolare gli scalari ottici di expansion, shear e twist:

e Expansion che calcoliamo mediante la formula F.9 :

1
O:= -V, =
2
1
= 3 (ng,‘o + Vlk‘l) =
L e 3 1.1 (3.74)
= ) (F12k + I3k ) =
1 /1 N 1y 1
S 2\r 1) 7
e Twist che calcoliamo mediante la formula F.14:
w? 1= =V ky VK (3.75)

Possiamo vedere dal calcolo esplicito 3.72 che solamente le compo-
nenti diagonali di V,k; sono non nulle, rendendo k, una forma chiusa.
Dunque:

1
Vinky) = 3 (Vaky — Vik,) = 0= w? = 0. (3.76)

Nota: Per il teorema di Frobenius la condizione w = 0 (twist-free) per
un campo vettoriale nullo coincide con quella geodetica.
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e Shear che calcoliamo mediante la formula F.15:
0% = V(ky VE" — 207 (3.77)

Sempre grazie al fatto che k, € una forma chiusa possiamo dire che

V(akb) == Vak:b:
0% = Voky VK — 267

1
= VokyV2k? + V3k3 V3E? — 2 (—) =

;
1 e, 1 2 (3.78)
=\ ) s e T T
2 2
:———:0
T T

Per il vettore k% nello spazio-tempo di Vaidya abbiamo dunque:

=0 w=0 0=1/r (3.79)

Possiamo quindi affermare che lo spazio-tempo di Vaidya ammette un vet-
tore geodetico, nullo, shear-free, twist-free e con expansion = 1/r . Cio fa
rientrare lo spazio-tempo di Vaidya nella classe di spazi-tempi di Robinson-
Trautman®?. Secondo la seguente definizione, da [18]:

Definizione 3.1 (Spazitempi di Robinson Trautman). Uno spazio-tempo
pseudo-Riemanniano che ammette una congruenza di curve nulle, geodetiche,
shear-free, twist-free, ma divergenti (6 o 1/r) e soddisfa la condizione Ry =
Rio = Roo = 0 (nel formalismo di Newman-Penrose) ¢ detto di Robinson-
Trautman.

Nota: nel formalismo di Newman-Penrose ho Rig = Rapk®l® dove k ed 1 fanno parte
della tetrade nulla di base (k, 1, m, m) e per scelta il vettore k ¢ preso nella direzione
coincidente al campo vettoriale del flusso di energia. Dunque per un tensore energia

impulso di tipo radiazione ho sempre componenti nulle: Ry = Wk kyk®k? = 0.

Piu precisamente possiamo collocare lo spazio-tempo di Vaidya nella sot-
toclasse di “spazi-tempi di pura radiazione di Robinson-Trautman”. Ovvero

42Nella sezione 2.2 abbiamo gia fornito uno dei primi risultati ottenuti da Robinson per
quanto riguarda i campi elettromagnetici nulli
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la classe di spazi-tempi di Robinson-Trautman con tensore energia impulso
del tipo di radiazione pura [18]. Robinson e Trautman, come precedente-
mente accennato, iniziarono a studiare tale classe di spazi-tempi (quelli ai
quali gli si diede tale nome, vedi la definizione 3.1) a partire dalla loro
caratterizzazione covariante. Considerarono spazi-tempi che ammettono con-
gruenze nulle k geodetiche, shear-free, ma divergenti, con la richiesta aggiun-
tiva che le componenti del tensore di Ricci estratte dalla congruenza nulla k
e il vettore 1 della tetrade fossero nulli*3:

Roo = Rip = Rip =0 (3.80)

A partire da queste ipotesi e dal legame che lega il tensore di curvatura
di Riemann agli scalari ottici di un tensore nullo ¢ possibile infatti ricavare
il seguente teorema. Sempre da [18] ho:

Teorema 3.1 (Robinson-Trautman solution). Uno spazio-tempo che am-
mette una congruenza k nulla, geodetica, shear-free ma divergente (6 = 1/r)
e soddisfa (Nel formalismo di Newman-Penrose) Ryg = Rip = Ry esatta-
mente, allora possiede la sequente metrica:

ds® = —2Hdu? — 2dudr + 2r* P~2d(dC (3.81)
deve: )
2H := Alog P — 2rd, (log P) — mr(“) , (3.82)
con:
k%] = [1,0,0,0]  [1] = [1, —H,0,0] (3.83)
“l =1[0,0,P/r,0] [m*] =10,0,0,P/r]| '

[m]
dove in 3.82 A :=2P*9.0; e P:= P (¢,C,u).

La metrica 3.81 diviene la metrica di Vaidya nel caso H assuma la forma:

H= (1 . Qm(“)) . (3.84)

r

Torniamo ora allo studio della geometria dello spazio-tempo di Vaidya
prima della digressione sugli spazi di Robinson-Trautman. L’individuazione
di campo vettoriale nullo geodetico all’interno di uno spazio-tempo, come

43dove sto sempre usando il formalismo di Newman-Penrose per cui: Rop = Rapk®k?,
R10 = Rabkakb ed RH = Rabm“mb
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riportato nell’appendice F, puo essere utile allo studio della metrica ortogo-
nale a tale campo. Infatti, le quantita di shear, twist e expansion hanno un
immediata interpretazione cinematica nel caso la congruenza di curve sia di
tipo tempo**. Aver trovato un campo vettoriale nullo, geodetico e con scalari
ottici 3.79 da un indicazione sul comportamento geometrico della metrica or-
togonale alla congruenza di curve individuata dallo stesso campo vettoriale.
Nel caso di una congruenza nulla di curve I'individuazione della metrica or-
togonale non e immediata e richiede I'individuazione di un vettore ausiliario
N* t.c. N%k, # 0. poiche la normalizzazione di un vettore nullo & arbitraria
possiamo prendere N® in modo che N%k, = —1. Un vettore di questo tipo
per la metrica di Vaidya 3.52 e:

__7070

3 (3.85)

m(u 1
Nota: Era possibile ricavare la forma di tale vettore direttamente dall’applicazione del
teorema 3.1.

Con questi due vettori nulli non ortogonali possiamo costruire ['operatore

di proiezione sul sottospazio ortogonale alla congruenza di curve individuata
da k,.

hab = Gab + kaNb + Naky (386)

che, sempre in base alla metrica 3.52, possiamo esprimere esplicitamente nella
forma:

00 0 0
00 0 0
Pl = |5 0 72 0 (3.87)

0 0 0 72%sin?0
Da cui possiamo vedere che il sottospazio individuato ¢ quello delle 2-sfere
ed e bidimensionale. Cio e dovuto al fatto che la congruenza di curve e nulla.
I valori di expansion, shear, rotation assumono il significato fisico di ez-
pansion, shear, rotation della metrica ortogonale a k“

hghikea = Ohay + Tap + Wab (3.88)
Dove nel nostro caso abbiamo solamente:
1 1
hehike.q = 5 Vikihay = ~ha (3.89)

44Gj faccia riferimento all’appendice F per il significato fisico degli scalari ottici per una
congruenza nulla geodetica.
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In tal modo possiamo anche riscrivere 1’equazione F.11 giungendo alla con-
clusione che per uno spazio-tempo di Robinson-Trautman abbiamo:

kP
Viky = Vo

hab + ekak‘b + Oéak‘b + 51,]6(1
1
= ;hab + Qk}akb + Oéak‘b + 651{3&

Dove « e [ sono vettori definiti da F.4 tali che k%, = N%, = k*f =
NG, = 0.
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3.5 Orizzonti ed estensioni complete
della metrica di Vaidya

Possiamo utilizzare i campi vettoriali nulli £* ed N®, che abbiamo trovato
nella sezione precedente (3.4), anche per studiare la struttura causale dello
spazio-tempo di Vaidya. Infatti, essi sono i vettori nulli che racchiudono
il cono di luce in ogni punto dello spazio-tempo®®. Dalla loro espressione
esplicita 3.70 e 3.85:

gl 290 NN D O +(2m(“)—1) 0 3o

- 890“:5 - 8m“:% r 2/ or

possiamo dedurre che il campo vettoriale k* & costante nella direzione radiale,
mentre N ha componente radiale dipendente dalla funzione

(Qm—(“) - %) (3.92)

r

che & positiva per r < 2m(u), negativa per r > 2m(u) e nulla per r = 2m(u).

Seguendo queste considerazioni abbiamo riportato in un diagramma w-r il
comportamento qualitativo dei coni di luce nel caso di massa decrescente 3a
(spazio-tempo di Vaidya) e per paragone, di massa costante 3b (spazio-tempo
di Schwarzschild) nelle coordinate nulle di Eddington-Finkelstein.

Possiamo subito notare che sull’iper-superficie r = 2m(u), dato 'annul-
larsi della componente lungo r del campo vettoriale N®, i coni di luce hanno
vertice ad angolo retto. Cio fa si che, per una situazione nella quale si ha
dm/du < 0, la stessa iper-superficie r = 2m(u) (disegnata come una linea
tratteggiata nel diagramma di figura 3a) giaccia al di fuori di tale cono e sia
dunque una iper-superficie di tipo spazio nel passato della regione r > 2m(u).

Cio poteva anche essere dedotto, come fatto da Lindquist e Schwartz [14],
dalla proiezione della metrica 3.52 sull’iper-superficie r = 2m(u):

d
r=2m(u) — dr = 2
du
(3.93)
dm

dsf:m(u) = —Q%du2 + 7% (d6” + sin® 0dg)

45Cio pud anche essere visto dal fatto che i campi vettoriali k% e N® sono, rispetti-
vamente, i campi vettoriali tangenti alle geodetiche nulle entranti e uscenti, ottenibili
ponendo ds = dff = d¢ = 0 in 3.52.
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§ &\ N

(a) (b)

Figure 3: struttura causale per lo spazio-tempo di Vaidya (3a) e di Schwarz-
schild (3b): nella figura & presentata la struttura causale dello spazio-tempo di Vaidya
in un diagramma wu-r nel caso in cui la funzione di massa m(u) sia decrescente (3a) o
costante (3b) nelle coordinate nulle di Eddington-Finkelstein con coordinate angolari 6 e
¢ soppresse. La funzione di massa e rappresentata dalla linea tratteggiata sulla quale e
anche indicata la funzione r = 2m(u) e la struttura causale ¢ indicata tramite la forma
dei coni di luce disegnati nelle due regioni dello spazio divise dalla curva r = 2m(u). Nei
diagrammi sono anche indicate in blu chiaro le geodetiche entranti e uscenti, le ultime
corrispondono alle linee orizzontali nei disegni.

dove, se prendo % < 0, abbiamo una metrica con segnatura (+,+,+).

Ovvero una metrica descrivente un’iper-superficie di tipo spazio. Se avessimo
avuto, invece, una funzione di massa crescente dm/du > 0 Iiper-superficie

r = 2m(u) sarebbe stata di tipo tempo e ovviamente nel caso di massa
costante (dm/du = 0) la superficie sarebbe stata nulla bidimensionale (figura
3b).

Dal confronto tra la struttura causale dei due spazi-tempi raffigurati in
3a e 3b possiamo identificare 'orizzonte r = 2m(u) dello spazio-tempo di
Vaidya con quello in 7 = 2m dello spazio-tempo di Schwarzschild*®.

4610 spazio-tempo di Schwarzschild possiede, infatti, due orizzonti degli eventi, e cio lo
si puo vedere bene nel sistema di coordinate di Kruskal che le contiene entrambe al suo
interno. Usando le coordinate di Kruskal un’orizzonte si trova in r = 2m a T = 400
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L’orizzonte degli eventi in 3b ¢ quello della soluzione di Schwarzschild cor-
rispondente al caso di un white-hole, che ¢ infatti la parte di varieta descritta
dalle coordinate di Eddington-Finkelstein ritardate, che sono proprio quelle
in cui stiamo esprimendo la metrica considerata (si veda appendice B). In-
fatti, possiamo vedere lo spazio-tempo Vaidya anche come la generalizzazione
al caso di presenza di “radiazione pura” di un white-hole.

Perd, mentre nel caso statico 'orizzonte degli eventi e quello apparente®”
coincidono (e sono entrambe in 7 = 2m), nel caso dinamico ,quello di Vaidya,
essi sono distinti. Infatti, 'orizzonte degli eventi resta un ipersuperficie nulla,
mentre quello apparente puo essere di tipo tempo o di tipo spazio a dipesa
del fatto che la derivata della funzione di massa rispetto alla coordinata nulla
Cfl—zl sia, rispettivamente, positiva o negativa.

Dal diagramma 3a possiamo anche notare come sia impossibile per una
particella che segue una traiettoria di tipo tempo e che parte dalla regione
r > 2m(u) attraversare ’orizzonte e finire in 7 < 2m(u). Cio significa che la
fonte del campo gravitazionale di tale spazio-tempo non puo essere stata gen-
erata da degli oggetti che nel passato si trovavano nella regione r > 2m(u).
Seguendo questo ragionamento Lindquist e Waug [14] conclusero che la re-
gione r < 2m(u) fosse, in principio, fisicamente impossibile da realizzare e
dunque la sua trattazione fosse solamente una questione matematica. Ad
oggi si pensa invece che tali superfici si possano venire a creare, anche se in
altri modi e il loro studio ha assunto anche importanza fisica.

Resta il fatto che, nel sistema di coordinate nulle di Eddington-Finkelstein
ritardate, l'orizzonte degli eventi per le geodetiche nulle entranti ¢ mappato
all'infinito (si veda 3a)*®. Sarebbe dunque necessario, al fine di studiare

(e corrisponde all’orizzonte degli eventi di un black-hole) e uno sempre in r = 2m, ma
T = —o0o (e corrisponde all’orizzonte degli eventi di un white-hole).
47Per la nostra trattazione possiamo considerare le due definizioni:

Definizione 3.2 (Orizzonte degli eventi). Un orizzonte degli eventi ¢ il confine oltre il
quale gli eventi non possono influenzare un osservatore.

Definizione 3.3 (Orizzonte apparente). Un orizzonte apparente ¢ il confine che divide i
raggi di luct diretti esternamente e che si muovono esternamente e i raggi di luce che sono
diretti esternamente e st muovono verso l'interno.

Si faccia riferimento a [9] per una definizione pin formale di tali oggetti.

48 Anche se una geodetica nulla entrante puod raggiungere 'orizzonte degli eventi in un
lasso di tempo proprio finito esso viene mappato all’infinito, in figura 3a possiamo vedere
come le geodetiche nulle entranti divergano piu si avvicinano all’orizzonte r = 2m(u).
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tale ipersuperficie, introdurre un sistema di coordinate che la includa al suo
interno (ovvero che mappi in una regione interna l'iper-superficie r = 2m(u)
ad u = 00) e che permetta di seguire le linee di mondo delle particelle nulle
che la attraversano®®. Un tale sistema di coordinate, che rende tra l’altro
la metrica di Vaidya completa, fu introdotto da Israel nel 1967 [11], proprio
in risposta alla richiesta alla sopracitata pubblicazione fatta da Lindquist e
Waug due anni prima [14].

Da [11], I'estensione massimale dello spazio-tempo di Vaidya prevede di
eseguire il seguente passaggio di sistema di coordinate:

<u7 r767¢) —> (u7v7 97 (b) (3'94>

dove v ¢ legata alle prime coordinate mediante le relazioni®

r=Uv+2m(u)

Uu) = /0“ Wl(g)dg (3.95)

La metrica in queste nuove coordinate diviene:

2

ds? = [m + %é—ﬂ du? + 2dudv + r2dQ>2 (3.96)
Che ¢ valida per u,v € (—00, +00), ed ¢ coincidente con la metrica di Vaidya
per u € (0, +00).

Una criticita di tale estensione, riconosciuta da Israel stesso [11] ¢ che: un
osservatore in una regione di spazio lontana non ha comunque la possibilita
di sapere quale sia la funzione di massa m(u) oltre a u = 400, proprio perché
e celata da un orizzonte degli eventi.

Questo fatto implica che 'estensione della metrica di Vaidya non sia unica.
In realta, tale considerazione la si potrebbe applicare anche all’estensione di
Kruskal della soluzione di Schwarzschild, per esempio il fatto che lo spazio

49Questa evenienza & tutt’altro che sorprendente, la medesima situazione si verifica,
infatti, anche per lo spazio-tempo di Schwarzschild e veniva risolta introducendo il sistema
di coordinate di Kruskal. Si veda [8] o [23] per una spiegazione completa del fenomeno.

507] cambiamento di coordinate riguarda ovviamente tutto il sistema di coordinate, una
maniera pill precisa per scriverlo dovrebbe essere (u,r,0,$) — (u',v,0',¢'), pero, poiché
nell’intersezione dei domini dei due sistemi di coordinate abbiamo v = u’,0 = 6',¢ = ¢’
allora possiamo, con un abuso di notazione chiamate le coordinate primate con quelle non
primate, come abbiamo fatto in 3.94.
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fosse vuoto anche nella regione di spazio oltre 'orizzonte ¢ solo una sup-
posizione che non puo essere verificata da un osservatore al di fuori di tale
orizzonte [8].

Come fatto poi notare poi da Fayos, Martin-Prats e Senovilla [6], anche
se l'estensione di Israel ¢ tutt’altro che unica I'ambiguita di tale estensione
si riduce alla mera scelta della funzione di massa m(u) oltre 1'orizzonte.

— Diagrammi di Penrose per le estensioni piu semplici —

Seguendo quanto riportato nel lavoro fatto da Fayos, Martin-Prats e Sen-
ovilla [6] possiamo iniziare lo studio globale sullo spazio-tempo di Vaidya
disegnando il diagramma di Penrose per tale spazio nelle coordinate nulle di
Eddington-Finkelstein (figura 4).

r=0 i

Figure 4: diagramma di Penrose per lo spazio-tempo di Vaidya: Nella figura ¢
rappresentato il diagramma di Penrose per la regione di spazio-tempo di Vaidya descritta
dalle coordinate di Eddington-Finkelstein. Il diagramma e simile a quello di Schwarzschild
[8], a parte per la questione della separazione dell’orizzonte apparente (AH) e quello degli
eventi (EH). La singolarita in » = 0 ¢ indicata con una linea ondeggiata e gli infiniti
nulli in 7 = oo con delle linee continue e le lettere “I” maiuscole. Le frecce indicano il
verso della radiazione (uscente). Come lo spazio-tempo di Schwarzschild esso necessita di
un’estensione oltre alla linea tratteggiata.

In tale diagramma (figura 4) possiamo notare come valgano tutte le con-
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siderazioni fatte precedentemente: ’orizzonte degli eventi ¢ distinto da quello
apparente (la quale forma dipendera dalla particolare funzione di massa
m(u)) e il diagramma ¢ incompleto nel senso che necessita di un estensione
oltre la zona tratteggiata. La funzione di massa infatti non e piu definita
oltre tale zona.

Tale diagramma (figura 4), a parte la questione degli orizzonti, ¢ essen-
zialmente simile alla parte di diagramma di Penrose per lo spazio-tempo di
Schwarzschild rappresentante un white-hole [8].

Alcune delle estensioni pitt semplici della metrica di Vaidya sono quelle che
prevedono di continuare il diagramma di Penrose di figura 4 oltre 'orizzonte
con uno spazio-tempo di Schwarzschild (figura 5b) oppure con uno spaziotem-
po simmetrico alla parte che ho gia (figura 5a) dove riporto simmetricamente
lo spazio-tempo per v > 0 in u < 0. Che non e altro che quanto fatto per
I’analoga estensione di Kruscal della soluzione di Schwarzschild.

Possiamo anche considerare la soluzione di Vaidya come uno spazio-tempo
descrivente una situazione transitoria del nostro universo. Per esempio, se
stiamo descrivendo lo spazio esterno ad una stella, si possono verificare due
scenari:

e La stella continuando a radiare si riduce di dimensione fino ad un raggio
inferiore all’orizzonte apparente, ed in quel caso lo spazio-tempo finale
¢ quello di Schwarzschild (figura 6a).

e la materia che compone la stella si esaurisce prima che possa rientrare
nel caso precedente e lo spazio finale ¢ quello piatto di Minkowski (figura
6b).

Il diagramma di Penrose sara dunque composto, come possiamo vadere
nelle figure 6a e 6b, “incollando” lo spazio-tempo di Vaidya a quello Min-
kowsky o a quello di Schwarzschild da un certo tempo in poi.

Risultati interessanti sono anche stati ottenuti nel caso di metrica di
Vaidya descrivente pura radiazione entrante. Come visto alla fine della
sezione 3.2 la metrica per questo spazio-tempo puo essere ottenuta medi-
ante l'inversione u —» —u. La dinamica di spazi-tempi piatti nel quale con-
verge radiazione & stata studiata approfonditamente da Papapetrou (1985)
ed ha portato ad alcuni risultati interessanti. Come, per esempio il fatto che,
dipendentemente solamente dalla densita della massa che si concentra si ha
o meno la possibilita della creazione di singolarita naked o anche singolarita
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Figure 5: Diagrammi di Penrose per le estensioni di Vaidya con Schwarzschild
(5a) e simmetrica (5b): nella figura sono presentati i diagrammi di Penrose per le
estensioni dello spazio-tempo di Vaidya (figura 4) con uno spazio-tempo di Schwarzschild
5a e con uno spazio-tempo di Vaidya specchiato 5b. Gli infiniti nulli sono indicati con le
lettere “I” maiuscole, mentre gli infiniti di tipo spazio o tempo con le lettere “i”
cole (i~ infinito temporale passato, i+ infinito temporale futuro, i® infinito spaziale). Le
frecce indicano il verso della radiazione. Il primo caso (5a) corrisponde alla continuazione
della funzione m(u) con una funzione m(u) = const oltre l'orizzonte, il secondo (5b) alla
continuazione della funzione m(u) oltre lorizzonte con —m(u). La parte a sinistra del
diagramma di Penrose 5b puo essere interpretata come un buco nero nel quale converge
la radiazione pura circostante.

minus-
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Figure 6: Diagramma di Penrose di collasso gravitazionale di uno spazio-tempo
di Vaidya (6a) e di evaporazione completa di massa tramite radiazione pura
(6b): Nella figura vengono presentati due casi di evoluzione dinamica dello spazio-tempo
di Vaidya. GIli infiniti nulli sono indicati con le lettere “I” maiuscole, mentre gli infiniti
di tipo spazio o tempo con le lettere “i” minuscole (i~ infinito temporale passato, it in-
finito temporale futuro, i° infinito spaziale). Le frecce indicano il verso della radiazione.
Nel caso “collasso gravitazionale” 6a lo spazio-tempo di Vaidya (V) collassa a causa della
diminuzione del raggio della stella entro il raggio di Schwarzshild (S) e quello di “evapo-
razione completa della massa” 6b, dove tutta la massa viene convertita completamente in
radiazione in un tempo finito e lo spazio finale & quello piatto di Minkovwski (M).
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localmente naked [15] . Approfondimenti su altre estensioni o utilizzi della
metrica di Vaidya possono essere trovati per sommi capi in [§].
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3.6 Alcune generalizzazioni

Di seguito alcune generalizzazioni dello spazio-tempo di Vaidya al caso con
carica non nulla (@ # 0) e momento angolare non nullo (w # 0). Tali gener-
alizzazioni possono equivalentemente essere viste come le generalizzazioni al
caso di presenza di radiazione pura delle note soluzioni di Reissner-Nordstrom
(casso di carica non nulla) e di Kerr (caso di momento angolare non nullo).
Esse possono essere trovate risolvendo le equazioni di Einstein a partire da
un elemento di linea a simmetria sferica (o assiale nel caso di momento an-
golare non nullo) e imponendo che il tensore energia impulso sia della forma
di pura radiazione 3.62. Oppure, se ci si trova in un sistema di coordinate
del tipo (u,,0,¢) dove u € una coordinata nulla ed r ¢ allineata al vettore
di flusso del tensore energia impulso di radiazione pura, si puo provare a far
dipendere la massa dalla coordinata nulla

m — m(u)

ed indagare se la soluzione cosi trovata sia del tipo radiazione pura, definizione
2.1.

Per entrambe le metriche ottenute analizzeremo brevemente gli scalari
ottici del vettore di flusso energetico k%, come fatto per lo spazio-tempo di
Vaidya in 3.4.

3.6.1 generalizzazione a carica non nulla

Una prima estensione della metrica di Vaidya ¢ quella al caso di carica non
nulla trattato per la prima volta in da K.D. Krori e J. Barua nel 1974 [12]. 11
metodo da loro adoperato e quasi del tutto uguale a quello usato da Vaidya
per la derivazione della sua metrica [20], riportato anche in 3.1.

Il sistema fisico descritto in questo caso e lo spazio-tempo esterno ad un
corpo a simmetria sferica centrale carico irradiante radiazione pura e con
campo elettromagnetico statico dovuto alla carica del corpo centrale.

Agendo direttamente sul tensore energia impulso possiamo crearne uno
adatto al sistema che vogliamo descrivere sommarci la parte elettromagnetica
dovuta al campo di una carica puntiforme:

Tab - [Tab]radiazionepura + [Tab]elettromagnetico = (3 97>
= Ukoky + [T

em
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Dove [Tg),,, € ricavato mediante 'equazione A.7, dove per Fy, si € preso
il campo elettromagnetico risultante da una carica puntiforme centrale in
coordinate sferiche, ovvero®

Fio = Fy = % (3.100)

Partiamo, come fatto per la derivazione della metrica di Vaidya (sezione
3.1), dall’elemento di linea 3.2. Riprendiamo, inoltre le considerazioni ese-
guite sul vettore nullo £* che hanno portato a 3.5.

. 2 . .

Definiamo ora E := %, in tal modo le componenti del tensore energia
impulso assumono la seguente forma:

T(? = pl{ioko + %
Tll = pklk’l + %
Tol = pklk’o

T2=T) =L

(3.101)

Ottengo dunque delle equazioni di campo molto simili a quelle trattare in
3.1 che possono essere risolte tramite gli stessi procedimenti.
Analogamente a quanto fatto in 3.12, poniamo:

2 2
e = (1 Sy q—) . (3.102)

Da una delle equazioni di campo otteniamo, anche nel caso di carica
centrale, I’equazione 3.17 :

e’ = — (ﬁ) e (3.103)

A== (3.98)

E==. (3.99)
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Questa volta, pero, I’equazione differenziale che risulta dal porre A e v in
base alle definizioni 3.102 e 3.103 nelle equazioni di campo &

m m” 2m ¢ 2m
— | l-— 4+ =) =— 3.104
(m m/ ) ( r * 27’2) r? ( )
che ¢ analoga all’equazione 3.19, solamente con in aggiunta il termine di
carica.

Possiamo risolvere I’'equazione 3.104 nella stessa maniera in cui abbiamo
risolto 3.19 in 3.1. Il suo integrale primo e:

m’ (1 _m q—2> = f(m) . (3.105)

Otteniamo dunque I’elemento di linea per lo spazio-tempo di Vaidya gen-
eralizzato al caso di carica non nulla ponendo le condizioni 3.102, 3.103 e
3.105 per 'elemento di linea 3.2

) 2
5 m 2m  q 2 2m 9

>+ sin®0d¢*)  (3.106)
con:

! (1 _my, q—2> — f(m) (3.107)

Definendo ora la coordinata nulla u analoga a quella nulla per Vaidya
data in 3.64, pero con I'aggiunta del termine di carica:

m 2m ¢

possiamo passare alle coordinate nulle di Eddington-Finkelstein e la metrica
assume la forma piu compatta:

2 2
ds* = (1 _ 2mlw) + o 2) du® + 2dudr — r* (d9? + sin*0d¢®)  (3.109)
r
che e analoga alla metrica 3.52 presentata in 3.2.
Nel 1990 S. Chatterjee uso lo stesso approccio di Krori e Barua per gen-
eralizzare la metrica di Vaidya carica al caso di spazio-tempo n-dimensionale

4].
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Un’altra maniera per giungere all’estensione della metrica di Vaidya al
caso carico e quello di partire dalla caratterizzazione dell’elemento di linea.
Infatti, se poniamo che uno spazio puo ammettere un vettore nullo, geode-
tico, shear-free, twist-free e con expansion < 1/r non stiamo escludendo il
caso carico. Lo spazio descritto ¢ sempre uno spazio-tempo di Robinson-
Trautman (definito in 3.1) caratterizzato dallo stesso vettore nullo k% (3.70)
che caratterizzava lo spazio-tempo di Vaidya (si veda la sezione 3.4).

Un termine o< T% puo infatti essere introdotto nel parametro H della
metrica 3.81 (della definizione 3.1) ottenendo dunque uno spazio-tempo di
pura radiazione con una componente aggiuntiva del tensore energia impulso
riconducibile al campo elettrico dovuto alla carica centrale. Per vedere questo
fatto si puo far riferimento alla similitudine con la metrica 3.109.

3.6.2 generalizzazione a rotazione non nulla

Questo caso risulta formalmente diverso da quelli trattati fin’ora. Al con-
trario degli spazi-tempi di Vaidya con o senza carica, non rotanti, il vettore
nullo geodetico k% del tensore energia impulso T, = Wk%k® del campo di
pura radiazione non necessita di essere shear-free.

Una prima generalizzazione al caso di momento angolare non nullo fu
trovata dallo stesso Vaidya in collaborazione con L.K. Patel [22]. Per derivare
tale metrica venne adoperato un formalismo sviluppato da Vaidya stesso e
venne sfruttato il fatto che nella forma di kerr-Schild il tensore metrico possa
essere espresso nella forma

Gab = MNab + HEaky (3.110)

con k, un vettore geodetico nullo. In tal modo si puo derivare una metrica
con tensore di Ricci del tipo di pura radiazione, che riportiamo di seguito per

referenza:
3mb

m alvh
dove b € un parametro legato all’intensita della radiazione e si riduce a zero
nel caso in cui non vi e piu radiazione, ovvero nel vuoto, riportandoci alla
metrica di Kerr®?.

Un approccio pit fisico e moderno (e soprattutto che non richiede 'intro-
duzione di un nuovo formalismo come per [22]) a tale problema & stato fornito

Ry = — (3.111)

52gyvero al caso di uno spazio-tempo esterno ad un oggetto rotante, non carico, a sim-

metria assiale.
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da C. G. Bohmer e P. A. Hogan in [3]. Basandosi sul fatto che sia possibile
ricavare la metrica di Vaidya partendo dall’elemento di linea di Schwarzschild
nella forma di Kerr-Shild:

2
ds® = —dt® + da® + dy® + d2* + Tm (kadX)* = gapd X dX"  (3.112)

(dove [X®] = [t,z,y, 2], mentre [k,] = [—1,%,% 2] & un vettore nullo con
r:= 2>+ y*+y*) e notando che

Gk X" = Nk XP = —t + 7 (3.113)
Si puo definire la coordinata nulla v := ¢ — r in modo che

w, = —k, (3.114)

)

A questo punto possiamo imporre la dipendenza della massa m dell’elemento
di linea 3.112 da tale parametro e ottenere, come anticipato nella sezione 3.3,
la metrica di Vaidya. Allora puo essere tracciato un parallelismo e applicare
la medesima procedura anche nel caso a simmetria assiale. Questa volta si
parte dalla metrica:

Jab = Nab + 2H Kok, (3.115)
dove H & una funzione data da
3
mr
H=——— 3.116
7”4 + a222 ( )

e il vettore k, ha componenti

k] = |—1, 2 r Ay Ty Z A 2 (3.117)

r24+a?2’ r24+a?’r

con, questa volta, r definito implicitamente dall’equazione

$2 + yQ 22

e 2 1 (3.118)

Allo stesso modo di prima si ha che
Gk Xl = ... = —t+r (3.119)
Possiamo, dunque, definire la coordinata nulla u := ¢t — r e considerare la

metrica 3.115 dove, questa volta, sia la funzione di massa che a dovranno
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dipendere da u: m — m(u) ed a — a(u) . Cosi facendo ricavo una nuova

metrica, piu generale, che si riduce alla metrica Kerr nel momento nel quale

m ed a non dipendano piu da w. Il tensore energia impulso per la suddetta

metrica viene ricavato sempre in [3] e risulta essere composto da due parti:

ab _ 4ab ab 2, 5 3G 0 vy by

T = (1)+t(2):—?kk — — (K" X"+ k°A) (3.120)

Dove il vettore A e perpendicolare alla direzione spaziale del vettore k¢

ed & scrivibile con le componenti [A*] = [0, g —%,O]. La componente %)

rappresenta il flusso lungo le geodetiche nulle uscenti dal corpo centrale (e

dirette verso l'infinito nullo), mentre la componente () rappresenta il flusso
di momento angolare, sempre lungo le geodetiche uscenti.

Possiamo vedere come k; del tensore energia impulso questa volta abbia:

e Expansion pari a:

2r3 — aar (r? — 2?)
D

1
0= ki = (3.121)

e twist nulla. Derivante dal fatto che k* resta geodetico e tramite una
diretta applicazione del teorema di Frobenius posso dire che w = 0.

e shear non nulla, con valore

2:2(.2 2
o ata*(r*—2z°%)

= 3.122
o D (3.122)

dove D e stato definito come:
D =r*+a*2? —aar (r* — 2°) (3.123)

Una maniera pitt completa di trattare gli spazi-tempi di radiazione pura
nel caso di rotazione non nulla e, come per i casi precedenti, quello di partire
dalla caratterizzazione covariante dell’elemento di linea. In [18] vengono
analizzati esaurientemente tutte le possibilita e vengono distinti i vari casi in
base al fatto che w e o (twist e shear) siano o no nulli.
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4 Conclusioni

Dopo aver definito e interpretato cosa si intende per campo di “radiazione
pura” (sezione 2), abbiamo analizzato la costruzione dello spazio-tempo di
Vaidya a partire dal tensore energia impulso di radiazione pura (sezione 3.1).
Ne abbiamo fornito un’interpretazione fisica e discusso di come il passaggio al
sistema di coordinate nulle di Eddington-Finkelstein estenda la soluzione di
Vaidya alla regione di spazio r < 2m (sezione 3.2), restando tuttavia incom-
pleta (sezione 3.3). In questo sistema di coordinate abbiamo poi calcolato gli
scalari ottici del vettore nullo geodetico k% del tensore energia impulso di pura
radiazione T = Wk*k®, verificando che esso ¢ shear-free, twist-free e con ex-
pansion=1/r. In tal modo abbiamo potuto far rientrare lo spazio-tempo di
Vaidya nella classe di spazi-tempi di pura radiazione di Robinson-Trautman
(sezione 3.4).

Abbiamo anche fornito alcune semplici estensioni complete della metrica
di Vaidya per le quali abbiamo eseguito uno studio degli orizzonti apparenti
e fornito i diagrammi di Penrose (sezione 3.5).

Infine, abbiamo fornito la generalizzazione dello spazio-tempo di Vaidya
al caso di carica non nulla e rotazione non nulla (sezione 3.6). Il primo caso
rientra nella classe di spazitempi di Robinson-Trautman, mentre il secondo
no. Cio e dovuto al non annullarsi dello scalare ottico di shear del vettore di
flusso energetico k“.
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A Formalizzazione elettromagnetismo

Le formule dell’elettromagnetismo classico possono essere poste comoda-
mente nel formalismo quadri-vettoriale, dove non solo assumono una forma
piu elegante, ma acquistano significato aggiuntivo. Infatti, ’elettromagneti-
smo presenta una struttura pit simmetrica nel formalismo quadri-vettoriale.
Per introdurre tale formalismo seguiremo ’approccio presente nel libro di
Tolman [19]
Usando le coordinate galileiane:

=t rr=2 2=y 2*=2 (A.1)
In uno spazio-tempo piatto la metrica assume la forma:
ds® = —dt* + da* + dy® + d2? (A.2)

Introduciamo adesso il vettore corrente:

dx®
J =
Po ds
(0 e et
— P\ ds ds ds ds (A.3)
(0 et 0 e s
~ P\ ds ds da® ds da® ds dx®
= po (1, u", u?, u®)
e il vettore potenziale:
¢* = (¢, Az, Ay, Az) (A.4)

dove nell’ultimo passaggio dell’equazione A.3 abbiamo usato il fatto che

ds / u?

Applicando le trasformazioni di Lorentz a tali quadri-vettori A.3 A.4 pos-
siamo vedere come questi si trasformino in accordo con una trasformazione
tra sistemi inerziali nella teoria di Maxwell 3-dimensionale. A questo punto
e possibile definire il tensore ”elettromagnetico” completamente antisimmet-
rico:
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o 877[)@ 8¢b

b= - A6
P Ot Oxe (4.6)
e il tensore energia impulso elettromagnetico con la formula:
ab 1 ac b 1 ab cd
T = — | F*“F) — —n"F4F (A.7)
Ho 4

E possibile mostrare come questo tensore energia impulso abbia le stesse
caratteristiche del tensore energia impulso meccanico. Nel sistema di coor-
dinate galileiane A.1 il tensore di Faraday A.6 e il tensore energia impulso
elettromagnetico A.7 assumono la forma esplicita:

0 —-E, —E, —E.
E, 0 —-B. B

ab Y
= E, B, 0 —-B, (A.8)
E, -B, B, 0
p Sy Sy S,
Tab — Sz —Ozz _Umy —Ozz (A9)
Sy TOyx —Oyy —Oy
Sz Oz _Uzy —O0zz
dove ho definito:
e densita di energia del campo elettromagnetico:
1
p=75(E*+ B (A.10)

che rappresenta la densita di energia di campo elettromagnetico pre-
sente in una certa zona p = p(7).

e Vettore di Pointing:
E'ZC[EXI;T] (A.11)

che rappresenta il flusso di energia associato alla propagazione del
campo elettromagnetico.

e Tensore degli stress di Maxwell:
1
0w = E,Ey + B,By — 3 (E® + B?) 6w (A.12)
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(dove dg4p € la delta di Kronecker) Che rappresenta l'interazione tra le
forze elettromagnetiche e il momento meccanico. In coordinate carte-
siane possiamo dare un’interpretazione fisica immediata alle compo-
nenti sulla diagonale che vengono dette componenti di pressione e a
quelle fuori dalla diagonale dette componenti di shear.

Possiamo concludere la nostra analogia con i sistemi meccanici ponendo
che per un sistema meccanico-elettrodinamico le equazioni del moto e di
continuita sono date dall’equazione

oTe 0

Oxb = @ ([Tab]me + [Tab]em) (A13>

dove [T%),.. sta per tensore energia impulso meccanico e [T%],,, sta per
tensore energia impulso elettromagnetico.
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B Coordinate nulle

Nello spazio-tempo una “base ortonormale”, detta anche 7sistema Loren-
ztziano {E,} consiste in 3 vettori di tipo spazio E; (con i = 1,2,3) e uno di
tipo tempo Ej :=t tali che:

{E.} ={Ei,t} ={t,z,y, 2} t.c

(B.1)
Ea*Eb:O'ab txt=—1 Ea*t:(]
ed in tale sistema di coordinate ovviamente si ha:
Gab = _tatb + ToTp + Yalp + 242 (B2>

Spesso vengono anche introdotte le coordinate nulle complesse composte dai
vettori nulli k£ e [ e dai vettori nulli complessi m e m per i quali si ha che
tutti i prodotti tra loro sono nulli a parte per:

uwvg=—-1 m'm, =1 (B.3)

In questo caso la metrica assume la forma:

01 0 0
1 0 0 0

Gab = 2M@Mip) — 2U(qVp) = 00 0 —1 (B.4)
00 -1 0

Una tetrade ortonormale B.1 e una tetrade nulla B.3 possono essere legate
nel seguente modo:

V2m = Fy—iFy : V2m = Ey + iE5

B.5
\/§]€:E0+E1, \/§ZZEO—E1 ( )
In uno spazio-tempo piatto cio si traduce nelle relazioni:
1 , -1
(=—7%W+iz) (—=(y—iz)
2 2
(B.6)
1 1
u=—(t—2x); —=({t+x)

Infine e sempre possibile adoperare un sistema di coordinate miste, ovvero
dove alcune delle coordinate sono nulle e altre di tipo spazio. Un caso utile &
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quello delle coordinate miste (u, v, y, z) nella metrica Minkowschiana, definite

a partire dalle coordinate cartesiane (¢, z,y, z) nel seguente modo:

E semplice mostrare come nella metrica piatta:

uwu, = v, =0

(B.7)

(B.8)

(B.9)

Ed eseguendo il cambiamento di coordinate (¢, z,y, z) — (u, v,y, z) la metrica

piatta assume la forma:

0 -2 0 0
-2 0 00
Jab =10 0 1 0
0 0 00

(B.10)

Nel capitolo 3.1 abbiamo usato per semplicita un sistema di coordinate
misto (u,v,y, z) nelle quali le prime due coordinate son nulle e le ultime due
sono ortonormali in modo che, oltre alle condizioni gia riportate sopra:

u-y=u-z2=v-y=v-2=20

In questo caso ho:

ou_Loou_ 1w 1 o
ot /2 Ox 5 ot ¢

(B.11)

(B.12)



C Coordinate di Eddington-Finkelstein

Un modo per estendere il dominio della soluzione di Schwarzschild e quello
di usare un cambiamento di coordinate che sondi lo spazio-tempo tramite le
geodetiche, in questo caso le geodetiche radiali nulle. Consideriamo la met-
rica di Schwarzschild nelle sue omonime coordinate (quelle di Schwarzschild

(t,r,0,0)):

-1
ds* = — (1 - 27m> dt* + <1 - 27m> dr? 4+ r* (d¢? + sin® 6d¢®)  (C.1)

Un approccio veloce per trovare le geodetiche radiali ¢ quello di notare
che per la simmetria sferica dello spazio-tempo di Schwarzschild la curva
estremale per andare in due punti con altitudine diversa (r; < r3) & quella
che segue la coordinata radiale. Dunque le geodetiche radiali sono quelle
per le quali abbiamo § = ¢ = 0. Se poi vogliamo che tali geodetiche siano
affinemente parametrizzate e nulle imponiamo la condizione gq,2%4? = 0 che

in questo caso diviene®:

(1—277”) ? — (1—27m)1¢2=0 (C.5)

53 Un approccio pitt formale per trovare le geodetiche radiali sarebbe quello di passare per
la lagrangiana L = g,p2%2°, dove 2% := dx®/d\ che, in questo caso & data esplicitamente

da:
o2m) 2m\ " , :
L=- (1 - T) 2+ (1 - :1) #2412 (62 + sin 626?) (C.2)

Le equazioni geodetiche possono essere trovate minimizzando l’azione, oppure ad-
operando direttamente le equazioni di Eulero Lagrange:

d (0L\ oL
do (ag;a) "oz 0 (©-3)

(con o il parametro della curva) Applicando queste equazioni per a = 0, 1,2, 3 ottengo il
sistema di equazioni:

Ponendoci poi nel piano § = 7/2 e »=0 ottengo di nuove ’equazione C.6.
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dalla quale otteniamo:
dr 2m
—=1-— C.6
dt ( r ) (C-6)

la quale integrata fornisce le due equazioni esplicite per le traiettorie radiali
( uscenti e entranti):

t =1+ 2mlog ‘2L — 1‘ +p1 (outgoing photon)

W; (C.7)

t=—r—2mlog )2— — 1‘ +p2  (ingoing photon)
m

Nelle coordinate di Shwarzshild dunque le traiettorie dei fotoni entranti risul-
tano essere delle curve con pendenza —1 quando siamo a r — oo che man
mano che si avvicinano alla superficie r = 2m divergono a +oco0. Mentre
quelle dei fotoni uscenti sono esattamente uguali, soltanto specchiate rispetto
all’asse .

Per giungere alle coordinate di Eddington-finkelstein dobbiamo porci sulle
traiettorie di queste geodetiche nulle, in modo che un fotone entrante sia tale
per cui una coordinata sia sempre costante. Per far cio prendiamo 1’equazione
dei fotoni uscenti C.4 e usiamo p := p; come nuovo parametro. In tal modo
abbiamo:

q:t—r—2mln|2L—1|

m

g ©3)
dr

dp = dt —

r—2m

che, sostituendo per dt nell’elemento di linea di Schwarzschild C.1 porta
all’espressione della metrica di Schwarzschild detta “di Eddington-Finkelstein
ritardata’”:

2
ﬁzz_(1_;@)mf—2@mwwﬂwm+ﬂm9%&) (C.9)
T

In realta le coordinate di Eddington-Finkelstein ritardate sono quelle per
le quali le traiettorie dei fotoni uscenti assumono la forma di linee rette cnon
pendenza unitaria se posti in un gravico con le coordinate 6 e ¢ soppresse.
E dunque sarebbero le coordinate (t*, 7,0, ¢) dove:

f:q+rzt—%mm5;—n (C.10)
m
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per distinguere i sistemi di coordinate (u,, 0, ¢) da quello (t*,r, 6, ¢) chi-
ameremo il primo sistema di coordinate nulle di Eddington-Finkelstein e il
secondo solamente sistema di coordina di Eddington-Finkelstein.
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D Calcolo del tensore di Ricci in un sistema
di coordinate

Le formule usuali per il calcolo del tensore di Ricci a partire dalla metrica data
in un sistema di coordinate passa inizialmente per il calcolo dei coefficienti
di connessione (In questo modo la connessione ¢ metrica):

a 1 a
Iy = 29 (Gaen + Gode — Goed) (D.1)

Da cui e possibile costruire direttamente il tensore di curvatura di Riemann:

Rt =12, 1% +7T¢19 —1°1% (D.2)

abc ac,b ab,c

Infine, il tensore di Ricci e definito come la contrazione del tensore di Riemann
nella sua prima e terza componente:

Ry = R (D.3)

abc
Il tensore di Einstein viene poi definito nel seguente modo:

1
Gab = Rab — §gabR (D4)

che ¢ legato dalle equazioni di Einstein al tensore energia impulso nella
seguente maniera:

Gij = 871',1—;']' (D5)
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E Coeflicienti di connessione
e tensore di Ricci per la metrica 3.2

Riscriviamo di seguito la metrica 3.2:
ds® = —e’dt® + e dr® + r* (d6® + sin®0d¢?) . (E.1)

Secondo questo elemento di linea le componenti del tensore metrico e del suo
inverso sono:

Goo = _61/ gOO — _efu

i1 = 6)\ gll —A

Gog = 7,2 g22 _ 7,72 (E2>
22 — -

gss = rsin*(0) ¢** =1r"?sin"%(0) .

Dalla metrica possono essere ricavati direttamente i coefficienti di connessione
mediante ’applicazione di D.1

l) V/ 6}\711 . )\/ )\
Th=3 Th=7 Th==-% Th=5 Th=3
v—\
1—%2 = _Te_A leﬁ,g, = —Te_’\sinze 1—%0 = eT]// (E3)
1 1 cosb
21 r 33 stnocos 31 . 39 wind

E le componenti del tensore di Ricci calcolate in base ai coefficienti di con-
nessione E.3 sono:

Xovh o A?] 7V VA VO \
0 v -2
= SRANES AN T E.4
A R [2 It T } (E4)
X A A2 Vv N U
1: -v | _ - A Ly A E
Bi=et =gty | te [2 TITT T 1 (E:5)
RY = e_”é (E.6)
T
o s (V=N l _ l
=1 = ( 2r r2 r? (E7)
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F Scalari ottici per congruenze nulle

Consideriamo una congruenza geodetica nulla £ in uno spazio-tempo pseudo-
Riemanniano di dimensione 4:
k%, =0
{ ¢ (F.1)

kE*V o ky =0

Da cui risulta anche che k*Vk, = 0. Chiamiamo X I'ipersuperficie di dimen-
sione 3 generata dai vettori z* ortogonali alla congruenza z%k, = 0. Scegliamo
poi un altro vettore nullo N* normalizzato imponendo la condizione N%k, =
—1 e denotiamo con Y’ Iipersuperficie di dimensione n — 2 generata dai vet-
tori ortogonali ad entrambe k* e N?. Il proiettore sull’ipersuperficie >’ puo
essere costruito mediante la seguente formula:

hab = Gab + kaNb + Nakb (F2)
Posso dunque riscrivere I'identita Voky = gucgraVEek? come:
Vakb - gacgbdvckd ==
= (hae — kaNe — Noke) (hyg — kyNg — Nykg) VE? =

= (hae — kaN) (hpg — kpNy) VES =
= pap + 0K ky + agky + Boke

(F.3)

Dove abbiamo gia usato il fatto che hy,k* = hay N® = 0 e abbiamo definito i
tensori:
Pab = hghgvd/{?d
0 = N°N®V , k,

F.4
g = —hENV Ky (F4)
By = —h NV ik,
Notiamo inoltre che i vettori a® e % sono ortogonali a k% e N¢:
k*a, = N%a, =0
“ “ (F.5)
kaﬂa = Na/Ba =0

La matrice py prende il nome di matrice ottica. Che possiamo decomporre
in parte simmetrica e antisimmetrica:

Pab = P(ab) + Plab] (F6)
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E possiamo identificare la parte antisimmetrica con il nome di twist matriz:
Wab = Plab] (F.7)

e la parte simmetrica con:
Plab) = Oab + Ohgp (F.8)

dove o4 ¢ la matrice con traccia nulla detta shear matriz e © ¢ la traccia di
Pap detto expansion scalar, definito cosi:

V. k*
6= F.9
p— (F.9)
La matrice ottica assume, dunque, la forma:
V, kP
Pab = n p_ 2hab + Oab + Wap (FlO)

La decomposizione del vettore nullo geodetico assume, invece, la forma:

V, kP

Vakb - 2hab + Oup + Wap + Qkakb + aakb + /Bbka (Fll)

Il calcolo delle matrici di twist e shear possono essere poi calcolate esplicita-
mente:

Wap = % [Vakb - vbkja - (aa - Ba) kb + (ab - ﬂb) ka] (F12)

1
Oab = 5 [vakb + vbka - 2ijakb - (aa - Ba) kb + (ab - Bb) ka] - Ghab (Fl?))

e possono essere definiti gli scalari di shear e twist come:

w? = w®wy, = % Vaky — Vik,] (V“kb) (F.14)

1
0* = 00w = 3 [Vaky + Vo] (VK") = (n —2) €2 (F.15)

E notiamo che
W=0<=w,u =0

02 =0<=0,y=0 (F.16)
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