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Indiex1. Il gruppo delle rotazioni SO(3)Basi Cartesiane, il Gruppo Ortogonale, asse invariante e angolo di rotazione, formaesponenziale di una rotazione, l'algebra di Lie so(3), prodotto di rotazioni, lo spaziodei parametri, gli angoli di Eulero, eserizi.x2. Il gruppo SU(2)l'algebra di Lie su(2), l'omomor�smo di SU(2) su SO(3), il gruppo di rioprimento, letrasformazioni di M�obius, eserizi.x3. Rappresentazioni Unitarie.Il teorema di Wigner, gruppi unitari a un parametro fortemente ontinui, Rappresen-tazioni unitarie irriduibili.x4. Rappresentazioni unitarie del gruppo delle roto-traslazioni.Le rototraslazioni, rappresentazioni unitarie del gruppo delle rototraslazioni, operatorisalari e vettoriali, la parit�a, eserizi.x5. Le rototraslazioni in L2(R3)Introduzione, gli operatori di momento lineare, gli operatori di momento angolare.x6. Rappresentazioni irriduibili di SU(2).Rappresentazioni unitarie irriduibili di SU(2), rappresentazione matriiale degli op-eratori, rappresentazioni irriduibili di SU(2) mediante polinomi, regole di selezione,operatori tensoriali.x7. Le funzioni armonihe sferihe.x8. Rihiami di algebra lineare.
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x1. IL GRUPPO DELLE ROTAZIONI, SO(3)Basi Cartesiane.Nello spazio lineare R3 di vettori olonna a on tre omponenti reali faig, riferite allabase anonia e1 = 0� 1001A ; e2 = 0� 0101A ; e3 = 0� 0011A ;si introdue l'usuale prodotto salarea � b = atb = a1b1 + a2b2 + a3b3 (1:1)E' utile anhe de�nire il prodotto vettore tra due vettori, (a; b)! a� b 2 R3, attraversola rihiesta he esso sia bilineare e l'azione sui vettori della base anonia:ei � ej =Xk �ijkek (1:2)�ijk �e il simbolo di Levi-Civita, on omponenti �123 = �231 = �312 = 1, e la propriet�a diantisimmetria �ijk = ��jik, da ui segue he, se due indii sono uguali, il simbolo ha valorenullo. Per una generia oppia di vettori:a� b =Xijk �ijkaibjek (1:3)Mediante il simbolo di Levi-Civita si pu�o dare l'espressione dello sviluppo del determinantedi una generia matrie 3� 3detM =Xijk �ijkM1iM2jM3k =Xijk �ijkMi1Mj2Mk3 (1:4)giusti�ando il noto algoritmo di alolo del prodotto vettore, o del rotore di un ampo,in una base artesiana. Si dimostrano failmente le propriet�aXk �ijk�rsk = ÆirÆjs � ÆisÆjr; Xij �ijr�ijs = 2Ærs (1:5)da ui onseguono le utili relazioni(a� b) �  =Xijk �ijkaibjk = det0� a1 b1 1a2 b2 2a3 b3 31A (1:6a)(a� b)�  = (a � )b� (b � )a (1:6b)(a� b) � (� d) = (a � )(b � d)� (a � d)(b � ) (1:6)2



In partiolare, per la (1.6a) il vettore a� b �e ortogonale ai vettori a e b.Def.: Una base artesiana �e una terna ordinata di vettori fe01; e02; e03g normalizzati e traloro ortogonali: e0i � e0j = Æij .Dalla relazione ja � bj2 = jaj2jbj2 � (a � b)2, he onsegue dalla (1.6), si ha he, se a e bsono vettori ortogonali e normalizzati, allora il vettore a � b �e normalizzato, e forma oipreedenti una base artesiana.�E evidente he, in una base artesiana fe01; e02; e03g, neessariamente e03 o oinide on ilversore e01 � e02 oppure on il suo opposto. Questa irostanza permetter�a di introdurreuna nozione di orientamento, ome una relazione di equivalenza nell'insieme delle basiartesiane legata alla azione del gruppo ortogonale.Il gruppo ortogonale.Le trasformazioni lineari he onservano il prodotto salareOa �Ob = a � b 8a; b (1:7)portano basi artesiane in basi artesiane. Nella base anonia esse sono rappresentate damatrii tali he (Oa)t(Ob) = at(OtO)b = atb. Si perviene alla ondizione di ortogonalit�aOtO = I (1:8)dove (Ot)ij = Oji. Essa implia detO = �1, e O�1 = Ot. Le matrii ortogonali formanoil gruppo ortogonale O(3).Data la relazione 4(a � b) = ja + bj2 � ja � bj2, le matrii ortogonali possono essere anhearatterizzate ome le trasformazioni lineari he onservano la norma eulidea: jOaj = jaj,8a.La relazione di ortogonalit�a (1.8) e il fatto he la matrie trasposta �e anh'essa ortogonaleomportano he sia le olonne he le righe di O siano terne di vettori ortonormali. Siosserva he i vettori olonna di O oinidono on le immagini Oei dei vettori della baseanonia. Si onlude he l'insieme delle matrii ortogonali �e in orrispondenza biunivoaon quello delle basi artesiane:fBasi Cartesianeg $ O(3)Le matrii ortogonali on detO = 1 formano il sottogruppo ortogonale speiale SO(3),o gruppo delle rotazioni. L'insieme delle matrii ortogonali on detO = �1 viene ottenutomoltipliando una matrie di rotazione on la matrie di parit�a P = �I.L'orientamento di una terna artesiana �e una propriet�a ollegata alle trasformazionirigide di un solido nello spazio, assimilabile a una terna. Introduiamo, on questa idea,la relazione di equivalenza:Def.: Due terne fe01; e02; e03g e fe001 ; e002 ; e003g hanno lo stesso orientamento se sono onnesse dauna rotazione: fe01; e02; e03g � fe001 ; e002 ; e003g () e00i = Re0i; i = 1; 2; 3:3



Dalla propriet�a di gruppo di SO(3) segue he � �e propriamente una relazione di equiv-alenza, e l'insieme delle terne artesiane si ripartise in due lassi, invarianti sotto l'azionedi SO(3), di opposti orientamenti: la lasse E+ delle terne on lo stesso orientamento dellaterna anonia, e la lasse E�. La prima �e in orrispondenza biunivoa on SO(3), laseonda on O(3), detO = �1.Proposizione: Se a e b sono vettori ortonormali, la terna artesiana fa; b; a� bg �e in E+.Dim.: posto per brevit�a  = a� b, la terna artesiana fa; b; g �e in E+ se �e ottenuta dallabase anonia mediante una rotazione o, in altri termini, sedet0� a1 b1 1a2 b2 2a3 b3 31A = 1Per la (1.6a) il determinante oinide on (a� b) �  = ja� bj2 = 1.�Come orollari seguono: 1) fa; b; g 2 E+ )  = a � b, 2) per ogni terna artesiana inE+: e0i � e0j =Xk �ijke0k (1:9)Per la (1.9) l'operazione di prodotto vettore ha un arattere indipendente dalla base arte-siana selta. Conseguentemente si srive, per una generia oppia di vettori:Ra� Rb = R(a� b) (1:10)Nel seguito i preouperemo di studiare in dettaglio le rotazioni, riprendendo pi�u avantila disussione della trasformazione di parit�a.Sono note diverse parametrizzazioni delle rotazioni in 3 dimensioni. Un importante es-empio onsegue dal fatto he le olonne della matrie R sono le omponenti dei vettoridella base fReig rispetto alla base anonia feig. L'orientamento della terna artesianafReig rispetto alla terna anonia pu�o essere individuato mediante i tre angoli di Eu-lero. Una seonda naturale parametrizzazione onsiste nel desrivere la rotazione mediantel'individuazione dell'asse invariante e di un angolo; in questo aso i parametri disendonodallo studio dell'equazione agli autovalori. Essa ondue direttamente alla rappresen-tazione esponenziale di una matrie di rotazione, dove l'esponente �e dato da una matrieantisimmetria. Questa rappresentazione ha un signi�ato rilevante nella teoria delle rap-presentazioni, a ui siamo prinipalmente interessati.Una terza parametrizzazione fa uso di parametri omplessi (Cayley-Klein): di essa par-leremo mostrando la fondamentale relazione di SO(3) ol gruppo di matrii omplesseSU(2).Iniziamo pertanto on lo studio della parametrizzazione mediante un versore, he individual'asse, e un angolo. La onnessione on i tre angoli di Eulero sar�a onsiderata nel perorso.Asse invariante e angolo di rotazione.L'equazione Rz = �z in C3 ha soluzioni non banali in orrispondenza delle radiidell'equazione aratteristia, di terzo grado, di ui si omette, perh�e irrilevante per ladisussione, un oeÆiente:det(�I � R) = �3 � �2(TrR) + �C � 1 = 0 (1:11)4



Essa implia �1 + �2 + �3 = TrR e �1�2�3 = 1.Lo studio del polinomio ubio mostra he l'equazione (1.11) ha ertamente una soluzione�3 reale e positiva, a ui orrisponde un autovettore reale n, he selgo di modulo unitario.Poih�e R �e ortogonale, deve neessariamente essere �3 = 1. Infatti, per l'equazione agliautovalori si ha jRnj2 = �23jnj2, ma jRnj = jnj e �3 > 0, pertanto �3 = 1. L'autovettoren viene peri�o lasiato invariante dalla rotazione, ed �e il versore he individua l'asse dirotazione Rn = n (1:12)Tralasiando il aso in ui le rimanenti radii siano nuovamente reali e di modulo 1, or-rispondenti alle rotazioni on matrii diagonali (la matrie identit�a e le tre matrii hedesrivono doppie riessioni di assi), esaminiamo il aso generio di radii omplesse oni-ugate, on il vinolo �1�2 = 1. Poniamo pertanto �1 = ei�, on 0 � � � �, e �2 = e�i�.La fase �, ristretta all'intervallo [0; �℄ �e determinata senza ambiguit�a dalla relazioneTrR = 1 + 2 os� (1:13)L'equazione Rz = ei�z ha ora soluzione in C3: z = 1p2 (a� ib), dove a e b sono vettori realie, per omodit�a, si �e introdotto il fattore numerio p2. Prendendo il omplesso oniugatosi ottiene l'equazione Rz� = e�i�z�. Separando parte reale e immaginaria:Ra = a os�+ b sin� (1:14a)Rb = �a sin�+ b os� (1:14b)Proposizione: fa; b; ng �e una base artesiana.Dim.: Nelle identit�a Ra � Ra = jaj2 e Ra �Rb = a � b si sostituisono le espressioni (1.14a)e (1.14b) per Ra e Rb. Si perviene al sistema(jaj2 � jbj2) sin�� 2(a � b) os� = 0(jaj2 � jbj2) os�+ 2(a � b) sin� = 0he implia jaj = jbj e a � b = 0. Si onviene di segliere i due vettori normalizzati. Allostesso modo si proede on le identit�a Ra �Rn = a �n e Rb �Rn = b �n, ottenendo a �n = 0e b � n = 0. �Per la selta jaj = jbj = 1, i vettori z e z� hanno norma unitaria in C3. Le relazioni(1.14) desrivono una rotazione di angolo � dei vettori a e b nel piano ortogonale a n.Notiamo he mentre nel aso di autovalore reale il orrispondente autovettore normalizzato�e determinato a meno di un fattore �1, nel aso di autovalore omplesso l'autovettore �edeterminato a meno di un fattore di fase, orrispondente ad una rotazione della oppia a eb nel piano ortogonale a n. Il versore n viene aratterizzato in modo univoo rihiedendohe la terna artesiana fa; b; ng abbia lo stesso orientamento della terna anonia:n = a� b (1:15)Da questa disussione risulta he una rotazione pu�o essere univoamente determinata me-diante la spei�azione di un versore n, he individua il piano ortogonale e quindi la oppia5



ordinata di vettori ortogonali fa; bg, de�niti a meno di una rotazione nel piano, e l'angolodi rotazione � in [0; �℄.E' utile srivere per esteso l'azione di R su un vettore v he pu�o sempre essere sompostonella base fa; b; ng, sulla quale l'azione della rotazione �e nota:v =(a � v)a+ (b � v)b+ (n � v)nRv =(a � v)Ra+ (b � v)Rb+ (n � v)Rn == [(a � v)a+ (b � v)b℄ os�+ (n � v)n+ [(a � v)b� (b � v)a℄ sin� == v os�+ n(n � v)(1� os�) + (n� v) sin� (1:16)dove si �e usata la relazione (a � v)b� (b � v)a = (a� b)� v = n� v.L' equazione (1.16) fornise la rappresentazione degli elementi di matrie di R(n; �), se-ondo le onvenzioni stabilite:R(n; �)ij = Æij os�+ ninj(1� os�)�Xk �ijknk sin� (1:17)Si noti he la matrie R �e sritta in modo espliito ome somma di due matrii, rispet-tivamente simmetria e antisimmetria; quest'ultima permette di leggere direttamente leomponenti del versore n, avendo gi�a determinato l'angolo di rotazione � mediante la(1.13): n1 = R32 � R232 sin� ; n2 = R13 � R312 sin� ; n3 = R21 �R122 sin� ; (1:18)Altre evidenti propriet�a sono: R(n; 0) = I, la matrie inversa di R (oinidente on latrasposta) �e R(n; �)�1 = R(�n; �). E' omodo estendere il range dell'angolo � all'interoangolo giro attraverso la de�nizioneR(n;��) = R(�n; �) (1:19)Le rotazioni on asse individuato rispettivamente dai versori anonii e1, e2 e e3 formanotre sottogruppi nel parametro angolare �:R1(�) = 0� 1 0 00 os� � sin�0 sin� os� 1A R2(�) = 0� os� 0 sin�0 1 0� sin� 0 os�1AR3(�) = 0� os� � sin� 0sin� os� 00 0 11A (1:20)Forma esponenziale di una rotazioneNoti gli autovalori e gli autovettori di una matrie di rotazione, si srive la fattorizzazioneR(n; �) = U�U�1 (1:21)6



dove U e � sono rispettivamente la matrie degli autovettori normalizzati e la matriediagonale degli autovalori di R:U = 0� z1 z�1 n1z2 z�2 n2z3 z�3 n31A ; � = 0� ei� e�i� 11ALa matrie U a sua volta si fattorizza nel prodottoU = ~RV = 0� a1 b1 n1a2 b2 n2a3 b3 n31A0� 1=p2 1=p2 0�i=p2 i=p2 00 0 11A (1:22)in ui ~R �e la matrie di rotazione he porta la base anonia nella terna artesiana fa; b; ng,e V �e una matrie omplessa unitaria ostante. Ne segue he anhe U �e unitaria e U�1 =Uy. In luogo della (1.21), si pu�o srivere R(n; �) = ~R(V �V y) ~Rt; si alola espliitamenteil prodotto in parentesi ottenendo R3(�). In onlusione si ottiene la relazioneR(n; �) = ~RR3(�) ~Rt (1:23)la ui interpretazione �e trasparente: mediante ambiamenti di base, alla rotazione R or-risponde una rotazione di angolo � attorno all'asse e3. La relazione (1.23) i sar�a utileper la parametrizzazione di R mediante gli angoli di Eulero. Una immediata e importanteonseguenza �e la seguente: al variare dell'angolo � in [0; 2�) e mantenendo invariato ilversore n (e quindi la matrie ~R), le matrii R(n; �) formano un sottogruppo Abeliano nelparametro �: R(n; �1)R(n; �2) = R(n; �1 + �2) (1:24)I sottogruppi a un parametro sono strettamente ollegati alla possibilit�a di fornire unarappresentazione esponenziale degli elementi del gruppo. Nel aso he stiamo trattando,la rappresentazione esponenziale onsegue in modo diretto dalla fattorizzazione spettrale(1.21) e dal fatto he la matrie diagonale degli autovalori � �e l'esponenziale della matriediagonale �D: � = e�D; D = 0� i �i 01A (1:25)Utilizzando una propriet�a generale delle matrii si ottiene il risultato erato:R(n; �) = Ue�DUy = e�UDUy = e�A(n) (1:26)La matrie A(n) = UDUy = ~RVDV y ~Rt viene espliitamente alolata, usando anhe larelazione n = a� b, ed �e antisimmetria:A(n) = 0� 0 �n3 n2n3 0 �n1�n2 n1 0 1A = n �A (1:27)7



dove A �e il vettore di matrii antisimmetriheA1 = 0� 0 0 00 0 �10 1 0 1A A2 = 0� 0 0 10 0 0�1 0 01A A3 = 0� 0 �1 01 0 00 0 01A (1:28)Si osserva he l'angolo di rotazione e il versore he individua l'asse si ombinano a formareun unio vettore, per ui onludiamo he una generia rotazione risulta dall'esponenzialedi una generia matrie antisimmetria:R(!) = e!�A; ! = �n (1:29)Si �e gi�a a�ermato he le rotazioni on stesso asse invariante n formano un sottogruppo nelparametro angolare �. Dato he la dipendenza nei parametri �e analitia, al primo ordinesi srive lo sviluppo R(Æ�n) = I + Æ�(n �A) +O(Æ�2) (1:30)Componendo nella (1.24) una rotazione �nita on una in�nitesima si srive:R(n; �)fI + Æ�(n �A) + : : :g = R(n; �+ Æ�)da ui onseguono due interessanti risultati. In primo luogo si osserva he si ottiene lo stessoprodotto se la rotazione in�nitesima e quella �nita vengono sambiate: i�o omporta lapropriet�a he la matrie (n � A), il generatore del sottogruppo, ommuta on tutte lerotazioni di asse n: [R(n; �); n �A℄ = 0 (1:31)In seondo luogo, nel limite Æ�! 0 si perviene all'equazione di�erenziale���R(n; �) = (n �A)R(n; �) (1:32)la ui soluzione, on la ondizione iniziale R(n; 0) = I e non sussistendo problemi diordinamento, �e la matrie (1.26). Le tre matrii Ai sono i generatori dei tre sottogruppi(1.20) di matrii Ri(�) he desrivono le rotazioni attorno ai tre vettori della base anonia.L'Algebra di Lie so(3)Nel preedente paragrafo si �e pervenuti all'importante risultato he ogni matrie di ro-tazione �e rappresentabile mediante l'esponenziale di una matrie antisimmetria. Le ma-trii reali antisimmetrihe di dimensione 3 formano uno spazio lineare di dimensione 3, inui le tre matrii Ai (1.28) formano una base:0� 0 �a3 a2a3 0 �a1�a2 a1 0 1A = a �ATale spazio lineare �e dotato di una ulteriore propriet�a, ollegata alla rappresentazione espo-nenziale delle matrii di rotazione. Dato he le rotazioni formano un gruppo, esiste una8



orrispondenza he a ogni oppia di matrii antisimmetrihe A e A0 assoia una terza ma-trie antisimmetria A00 attraverso la relazione exp(A) exp(A0) = exp(A00). La matrie A00�e valutata attraverso la formula BCH, ome ombinazione lineare di A, A0 e ommutatori:A00 = A+ A0 + 12[A;A0℄ + 112 ([A; [A;A0℄℄ + [A0; [A0; A℄℄) + : : :Si veri�a he lo spazio delle matrii antisimmetrihe �e hiuso rispetto all'operazione diommutazione [A;B℄ = AB � BA:A = �At; B = �Bt ! [A;B℄t = �[A;B℄ (1:33)L'operazione di ommutazione de�nise un prodotto di Lie nello spazio delle matrii an-tisimmetrihe, he in tal modo ostituise l'algebra di Lie so(3). Abbiamo espliitamentemostrato la orrispondenza exp : so(3) ! SO(3) (1:34)In partiolare, l'intorno della matrie nulla orrisponde alla matrie identit�a, le matriion versore �sso �(n �A) orrispondono ai sottogruppi abeliani di matrii di rotazione onasse n.Il prodotto di Lie di due elementi della base �e una matrie antisimmetria [Ai; Aj℄, hepu�o essere sviluppata nella base stessa, on oeÆienti noti ome "ostanti di struttura"dell'algebra so(3). Essi possono essere ottenuti direttamente a partire dalle espressioniespliite delle matrii; risulta: [Ai; Aj℄ =Xk �ijkAk (1:35)I numeri �ijk sono le ostanti di struttura dell'algebra so(3), e sono aratteristii delgruppo delle rotazioni in tre dimensioni. Una semplie onsequenza algebria �e la formula[a1 �A; a2 �A℄ = (a1 � a2) �A.Prodotto di rotazioniSi pone il problema di determinare ome i parametri si ompongono quando due matriidi rotazione vengono moltipliate.A parte la semplie situazione di rotazioni attorno a uno stesso asse, in ui gli angolisi sommano, la risposta al problema �e ompliata. Il parametro pi�u failmente aessi-bile �e l'angolo di rotazione, ottenuto dalla formula 1 + 2 os�00 = Tr(R0R). Inserendo leespressioni espliite (1.17) si ottiene, on un po` di pazienza:os �002 = os �2 os �02 � sin �2 sin �02 (n � n0) (1:36)Piu` avanti studieremo una pi�u semplie risposta al problema, rappresentando le matrii diSO(3) in matrii omplesse unitarie, formanti il gruppo SU(2). Dimostriamo una relazionedi grande utilit�a. Proposizione: Siano S e R(n; �) due matrii di rotazione, vale l'identit�a:SR(�n)St = R(�Sn) (1:37)9



Dim.: per la rappresentazione spettrale (1.23) SR(�n)St = (S ~R)R3(�)(S ~R)t. Le olonnedi ~R sono la base fa; b; ng, pertanto le olonne della matrie di rotazione S ~R sono la basedata dai vettori fSa; Sb; Sng, he ha lo stesso orientamento della base anonia. PertantoSR(n; �)St desrive una rotazione di angolo � on versore Sn.�L'equazione (1.37) omporta he due rotazioni ommutano se e solo se hanno lo stesso assedi rotazione.Lo spazio dei parametri (*)Si �e visto he una rotazione �e individuata attraverso un vettore n� in R3 di direzionearbitraria e modulo j�j � �. La rotazione inversa orrisponde al vettore opposto �n�.Osserviamo per�o he le rotazioni di vettori ��n oinidono. Gli elementi del gruppoSO(3) sono pertanto in orrispondenza biunivoa on i punti della sfera in R3 di raggio�, on la ondizione he i punti antipodali sulla super�ie si identi�hino. In partiolareil entro della sfera orrisponde all'identit�a del gruppo, e i diametri, aventi la topologiadella ironferenza, orrispondono ai sottogruppi abeliani delle rotazioni on stesso asse.La ondizione di identi�are gli estremi dei diametri omporta he due punti distinti dellasfera possono essere tra loro onnessi mediante due lassi di ammini topologiamentedistinti. Alla prima lasse appartiene il segmento he li unise e tutte le sue deformazioniontinue, alla seonda lasse tutti i ammini he, partendo da un punto raggiungono lasfera e, dal punto agli antipodi raggiungono il seondo punto. Queste propriet�a, henon dipendono dalla partiolare parametrizzazione, aratterizzano SO(3) ome gruppoompatto dupliemente onnesso.Gli angoli di Eulero (*)Ci si propone di stabilire la onnessione tra la parametrizzazione mediante un angolo e unversore invariante, mediante la quale si �e pervenuti alla rappresentazione esponenziale, ela parametrizzazione on angoli di Eulero.La fattorizzazione spettrale (1.23) di una rotazione attorno ad un versore n permettefailmente di rappresentare la rotazione nel prodotto di rotazioni attorno agli assi anonii.Si riorda he i versori a e b, sono determinati a meno di una rotazione del piano ortogonalea n. E' pertanto possibile onsiderare il versore a ontenuto nel piano 1-2: a3 = 0. Leon�gurazioni della terna fa; b; ng he soddisfano questa ondizione sono due, ollegate dauna rotazione di angolo � attorno a n.Ponendo a3 = 0 nella relazione n = a � b si ottengono a1 = �n2=b3 e a2 = n1=b3.La relazione b = n � a fornise b1 = �a2n3 e b2 = a1n3 insieme alla ondizione dinormalizzazione b23 = 1� n23 he da' adito alla doppia on�gurazione. Con questi risultatisi ha: ~R = 0��n2=b3 �n1n3=b3 n1n1=b3 �n2n3=b3 n20 b3 n31A = 0��n2=b3 �n1=b3 0n1=b3 �n2=b3 00 0 11A0� 1 0 00 n3 �b30 b3 n3 1ALa rotazione ~R si fattorizza in due rotazioni, rispettivamente attorno all'asse 3 e all'asse1. Parametrizzando il versore n on gli angoli sferii � e �:n1 = sin � os� ; n2 = sin � sin� ; n3 = os � (1:38)10



si ottiene, optando per il segno positivo di b3 =p1� n23 = sin �:~R = R3(�+ �2 )R1(�) (1:39)Inserendo il risultato nella rappresentazione (1.23), si onlude:R(n�) = R3(�+ �2 )R1(�)R3(�)R1(�)tR3(�+ �2 )t (1:40)Il pregio di questa relazione �e quello di rappresentare una generia rotazione nel prodottodi rotazioni attorno agli assi artesiani, iasuna dipendente da uno solo dei parametri(�; �; �) della rotazione. Il numero dei fattori pu�o essere ridotto utilizzando la seguenterelazione, dimostrabile in modo diretto:R1(�)R3(�)R1(�)t = R3(� � �=2)R1()R3(� + �=2) (1:41a)sin 2 = sin � sin �2 ; sin � = os � sin(�=2)os(=2) ; os � = os(�=2)os(=2) (1:41b)Con i�o si ottiene la fattorizzazione in tre rotazioni, on angoli di Eulero �1 = �+�, �2 = e �3 = � � �, R = R3(�1)R1(�2)R3(�3) (1:42)Il signi�ato geometrio degli angoli di Eulero �e evidente se si applia la rotazione nellaforma (1.42) alla terna anonia. Il versore Re3 forma un angolo �2 ol versore e3. Il pianoa esso ortogonale intersea il piano 1� 2 nella linea dei nodi, he forma un angolo �1 onil versore e1. In�ne, il versore Re1 forma un angolo �3 on la linea dei nodi.Eserizio 1.1Grazie alla disuguaglianza di Shwarz, si introdue l'angolo � tra due vettori attraverso lade�nizione ja � bj = jajjbj os �. Mostrare he ja� bj = jajjbjj sin �j.Eserizio 1.2Dimostrare le propriet�a:(a� b) � (� d) = (a � )(b � d)� (a � d)(b � )(a� b)�  = (a � )b� (b � )aEserizio 1.3Dimostrare le propriet�a del prodotto vettorea� a = 0; (a� b)� + (� a)� b+ (b� )� a = 0Esse, unite alla bilinearit�a, quali�ano il prodotto vettore ome un prodotto di Lie su R3.11



Eserizio 1.4A ogni vettore a si assoia una matrie antisimmetria A(a) di ordine 3 e omponentiAij =Pk �ijkak. La mappa �e invertibile. Mostrare he [A(a); A(b)℄ = A(a� b).Eserizio 1.5Assegnati i tre angoli di Eulero di una rotazione, determinare il valore dell'angolo dirotazione e la direzione del versore invariante.R.: utilizzando le formule della teoria si ottengono: � = (�1 � �3)=2, � = (�1 + �3)=2 e = �2. L'angolo di rotazione � �e ottenuto dalla formulaos �2 = os � os 2 = os �1 + �32 os �22Le omponenti del versore invariante sono:n1 = sin �22 os �1 � �32 ose�2 ; n2 = sin �22 sin �1 � �32 ose�2n3 = os �22 sin �1 + �32 ose�2Eserizio 1.6A partire dalla rappresentazione esponenziale di una rotazione ottenere l'espressione es-pliita degli elementi di matrie di R.R.: Per il teorema di Cayley Hamilton, seondo il quale le potenze di una matrie diordine 3 sono esprimibili ome ombinazioni lineari della matrie stessa, del suo quadratoe dell'identit�a, sriviamo lo sviluppoe�(n�A) = p1I + p2�(n �A) + p3�2(n �A)2Gli autovalori della matrie (n � A) sono 0 e �i, on autovettori n, z e z�. Appliando ledue espressioni matriiali agli autovettori si ottengono le uguaglianze1 = p1 ; e�i� = p1 � ip2�� p3�2he risolte, e introdotte nello sviluppo, fornisono:e�n�A = I + sin�(n �A) + (1� os�)(n �A)2Utilizzando l'espliita rappresentazione della matrie (n �A) e la normalizzazione jnj = 1,si alola (n �A)2 = 0�n21 � 1 n1n2 n1n3n1n2 n22 � 1 n2n3n1n3 n2n3 n23 � 11APonendo queste matrii nello sviluppo si ottiene l'espressione espliita della matrie R(n�).12



Eserizio 1.7Determinare la rappresentazione esponenziale della matrie di rotazioneR = 0� 0 1 00 0 11 0 01AR.: l'angolo di rotazione �e determinato dalla formula os� = (1=2)(TrR � 1) = �1=2,pertanto � = 2�=3. Per determinare il versore invariante, on il orretto verso, si isola laparte antisimmetria della matrie di rotazione:A = 12(R� Rt) = 0� 0 1=2 �1=2�1=2 0 1=21=2 �1=2 0 1ARiordando l'espressione degli elementi di matrie A12 = �n3 sin�, A23 = �n1 sin�,A31 = �n2 sin�. si ottiene: n1 = n2 = n3 = �1=p3. L'espressione esponenziale erata �epertanto: R = e�(2p3�=9)(A1+A2+A3)Eserizio 1.8Posto R = eA, dove A �e una matrie reale antisimmetria n � n, mostrare he R �e unamatrie in SO(n).R.: La ondizione di ortogonalit�a Rt = R�1 �e subito veri�ata, osservando he, in generale,(eM )t = e(Mt) e (eM )�1 = e�M . Inoltre, usando det eM = eTrM si ottiene detR = 1.Una rotazione in n dimensioni �e desritta da n(n� 1)=2 parametri.Eserizio 1.9Mostrare he una rotazione in 2n+ 1 dimensioni ammette sempre un vettore invariante.R.: Mostriamo he la matrie R ha un autovalore unitario.det(1�R) = det(1�Rt) = detRt det(R� 1) = det(R� 1). Se la dimensione delle matrii�e dispari, il determinante �e nullo.Eserizio 1.10L'insieme so(3) �e invariante per trasformazioni tR : A ! RARt, dove R �e una matrie dirotazione. Tali trasformazioni ostituisono la rappresentazione aggiunta SO(3)ad delgruppo delle rotazioni. Si mostra infatti he tI �e la trasformazione identia, e tRS = tRtS.Introdotta la parametrizzazione A(a) = a �A, dove A �e la base di matrii antisimmetrihe,dimostrare he tRA(a) = A(Ra).Eserizio 1.11Dato un triangolo sferio di vertii A,B,C on lati opposti di lunghezze (in radianti) a, b,, e angolo � nel vertie A, dimostrare la formula di Eulero:os a = os b os + sin b sin  os�13



R.: Si introdua una base artesiana on origine nel entro della sfera, tale he A sianel punto di oordinate angolari sferihe �A = 0, il punto B abbia oordinate �B = b,�B = � e C abbia oordinate �C = , �C = 0. I vertii B e C individuano due versorinB = fsin b os�; sin b sin�; os bg e nC = fsin ; 0; os g e si ha: os a = nB � nC , da uisegue immediatamente la formula.
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x2. IL GRUPPO SU(2)Nello spazio lineare C2, ostituito dai vettori olonna a due omponenti omplessev = � v1v2 � vi 2 Csi introdue il prodotto internohvjwi = vyw = v�1w1 + v�2w2 (2:1)Le trasformazioni lineari su C2 he onservano il prodotto interno sono rappresentate damatrii omplesse 2� 2 unitarie: UyU = I (2:2)dove (Uy)ij = (Uji)�. La relazione implia j detU j = 1 e inoltre U�1 = Uy. Le matriiunitarie formano il gruppo U(2), on l'usuale prodotto tra matrii. L'ulteriore rihiestadetU = 1 individua il sottogruppo speiale SU(2). Si noti he se U �e un elemento delgruppo SU(2), anhe �U appartiene al gruppo. E' faile veri�are he la pi�u generalematrie di SU(2) ha la strutturaU = � � ���� ��� j�j2 + j�j2 = 1 (2:3)dove � e � sono numeri omplessi. Lo spazio dei parametri si identi�a pertanto on lasuper�ie della sfera unitaria in quattro dimensioni. Per i nostri sopi �e pi�u utile unaparametrizzazione mediante un numero reale a0 e un vettore a in R3:U = � a0 + ia3 a2 + ia1�a2 + ia1 a0 � ia3� a20 + jaj2 = 1Se per futura onvenienza indihiamo on e�i�=2 i due autovalori della matrie unitaria, laloro somma oinide on la traia della matrie, peri�o a0 = os(�=2). Questa relazionesuggerise di soddisfare il vinolo a20 + jaj2 = 1 ponendo a = �n sin(�=2), on jnj = 1. Siperviene alla forma usuale U(n; �) = I os �2 � i(n � �) sin �2 (2:4)dove, oltre alla matrie identit�a, si sono introdotte le tre matrii di Pauli�1 = � 0 11 0� �2 = � 0 �ii 0 � �3 = � 1 00 �1� (2:5)Si veri�a espliitamente la propriet�a�i�j = IÆij + i 3Xk=1 �ijk�k (2:6)15



da ui disendono:[�i; �j℄ = 2iXk �ijk�k f�i; �jg = 2IÆij Tr(�i�j) = 2Æij (2:7a)(a � �)(b � �) = (a � b)I + i(a� b) � � (2:7b)E' semplie alolare i parametri della matrie prodotto di due matrii unitarie di SU(2).Posto U(n1; �1)U(n2; �2) = U(n3; �3), si hanno le relazionios �32 = os �12 os �22 � sin �12 sin �22 (n1 � n2) (2:8a)n3 sin �32 = n1 sin �12 os �22 + n2 os �12 sin �22 + (n1 � n2) sin �12 sin �22 (2:8b)In partiolare, si nota he le matrii unitarie on stesso versore n formano un sottogruppoabeliano di SU(2), on la semplie legge di omposizioneU(n; �1)U(n; �2) = U(n; �1 + �2) (2:9)Considerando un parametro angolare in�nitesimo e introduendo lo sviluppo nell'intornodell'identit�a, U(n; Æ�) = I � i 12Æ�(n � �), si perviene all'equazione di�erenziale���U(n; �) = � i2(n � �)U(n; �) U(n; 0) = I (2:10)Poih�e non vi sono problemi di ordinamento, in quanto la (2.9) omporta [U(n; �); (n��)℄ =0, l'integrazione �e immediata e fornise la forma esponenziale delle matrii di SU(2) :U(n�) = e�i 12�(n��) (2:11)L'equivalenza delle espressioni (2.11) e (2.4), pu�o essere espliitamente veri�ata usando lapropriet�a (n ��)2k = I. La matrie Hermitiana 12(n ��), avente traia nulla, �e il generatoredel sottogruppo delle matrii U(n; �) on versore n �sso, e parametro �.Si noti he, ome per le rotazioni, i parametri n e � onorrono a formare un vettore n�.Se n �e libero di assumere tutte le direzioni, l'angolo � viene preso nell'intervallo [0; 2�℄.Si osservi he U(�2�n) = �I; lo spazio dei parametri �n �e la sfera in tre dimensioni diraggio 2�, on la ondizione di identi�are tutti i punti della super�ie nell'unio elemento�I. Il gruppo SU(2) risulta pertanto ompatto e sempliemente onnesso.L'algebra di Lie su(2)L'insieme delle matrii Hermitiane a traia nulla ostituise uno spazio lineare reale atre dimensioni. Ogni matrie �e ombinazione lineare on oeÆienti reali delle tre matriisigma di Pauli: H(a) = a � �, e ha autovalori reali �jaj. L'appliazioneH1; H2 ! �i[H1; H2℄ (2:12)16



de�nise un prodotto di Lie sullo spazio lineare, he viene denominato su(2). Si �e mostratoespliitamente: exp : (�i)su(2) ! SU(2)Sullo spazio lineare si pu�o anhe introdurre il prodotto interno:(H1; H2) = 12Tr(H1H2) = (a1 � a2) (2:13)per il quale le matrii di Pauli risultano ortogonali. In luogo delle matrii sigma si preferiseintrodurre la base di matrii tau �i = 12�i (2:14)mediante le quali le ostanti di struttura oinidono on quelle dell'algebra di Lie so(3) delgruppo delle rotazioni: �i[�i; �j℄ =Xk �ijk�k (2:15)La irostanza non �e asuale, ma orrisponde al fatto he si pu�o stabilire una mappa, heonserva il prodotto, he ad ogni trasformazione in SU(2) assoia una rotazione in SO(3).L'omomor�smo di SU(2) su SO(3)Sull'algebra di Lie su(2) si ostruise la rappresentazione aggiunta del gruppo SU(2),he indihiamo ol simbolo SU(2)ad. Essa �e ostituita dalle trasformazioni lineari Uad,ostruite a partire dalle matrii U di SU(2), nel seguente modo:Uad : su(2)! su(2) ; Uad(H) = UyHU (2:16)Si noti he U e �U portano alla stessa trasformazione aggiunta. La trasformazione on-serva il prodotto interno di su(2), quindi �e unitaria. Trattandosi di una trasformazionedi similarit�a, gli autovalori di UyHU oinidono on quelli di H; ponendo H(a) = a � � eUad(H) = a0 � �, deve peri�o essere ja0j = jaj. Caloliamo direttamente la relazione tra ivettori a e a0: a0 � � =U(n�)y(a � �)U(n�) ==[os �2 + i sin �2 (n � �)℄(a � �)[os �2 � i sin �2 (n � �)℄ ==fa os�+ (1� os�)(n � a)n� (n� a) sin�g � �Peri�o a0 = Rt(n�)a o, equivalentemente:U(n�)y�iU(n�) =Xj R(n�)ij�j (2:17)dove R(n�) �e la matrie di rotazione di angolo � e asse n. Per la propriet�a (2.7a):Rij = 12Tr(U(n�)y�iU(n�)�j)17



Si �e stabilita una orrispondenza SU(2) ! SU(2)ad ! SO(3) he alla matrie unitariaU(n�) in SU(2) fa orrispondere la matrie di rotazione R(n�); impiegando le matrii �ila formulazione �e diretta: U(n�) = e�i�n�� ! R(n�) = e�n�A (2:18)La orrispondenza non �e invertibile, in quanto la stessa rotazione �e anhe immagine di�U(n�). Essa onserva il prodotto (�e un omomor�smo), nel senso he alla matrie UU 0orrisponde la rotazione RR0: (UU 0)y�(UU 0) = (RR0)� (2:19)Questa irostanza rende la orrispondenza un utile strumento per il alolo dei parametridel prodotto di due rotazioni, rionduibile alle formule (2.8a,b).Il gruppo di rioprimento(*).L'omomor�smo SU(2)! SO(3), he a �U fa orrispondere R, �e un esempio di un impor-tante teorema di Pontryagin (1966).Premesso he due gruppi di Lie sono loalmente isomor� se sono isomor� in un intornodell'origine dello spazio dei parametri, il teorema a�erma he per ogni insieme di gruppidi Lie onnessi e loalmente isomor�, esiste un unio gruppo ~G sempliemente onnesso,e tutti gli altri sono immagini omeomorfe di questo. ~G �e il "gruppo di rioprimento", e ilsuo spazio di parametri riopre gli altri un numero intero di volte.Nel nostro aso il gruppo SU(2), he �e sempliemente onnesso, �e il gruppo di rioprimentodi SO(3), dupliemente onnesso. Nella parametrizzazione angolo-versore, una rotazionedi angolo 2� orrisponde alla matrie unitaria �I.Le trasformazioni di M�obius (*)La orrispondenza tra rotazioni e matrii omplesse unitarie SU(2) pu�o essere formulataanhe in termini geometrii, assoiando a queste ultime delle partiolari trasformazioni diM�obius del piano omplesso. Attraverso la proiezione stereogra�a tra il piano omplessoe la super�ie di una sfera, le trasformazioni del piano induono trasformazioni della sfera,he vedremo trattarsi di rotazioni.Una trasformazione di M�obius del piano omplesso �e spei�ata da quattro parametriomplessi he possono essere assoiati a una matrie M :z0 = tM (z) = az + bz + d ; M = � a b d� (2:20)La trasformazione �e invertibile sul piano omplesso esteso C 0 = C [ f1g se detM 6= 0;data la forma della (2.20), si rihiede detM = 1. Le trasformazioni di M�obius formanoun gruppo, on la notevole propriet�a he i parametri si ompongono seondo la legge digruppo delle matrii assoiate tP Æ tQ = tPQ (2:21)18



Il gruppo di M�obius ostituise pertanto una rappresentazione del gruppo delle matriiomplesse invertibili on determinante unitario SL(2; C). Si noti he alle matrii �Morrisponde la stessa trasformazione di M�obius.Le trasformazioni della formatU (z) = �z + ����z + �� ; j�j2 + j�j2 = 1; U = � � ���� ��� (2:22)formano una rappresentazione del gruppo SU(2). Impiegando la stessa parametrizzazionedelle matrii U di SU(2), poniamo� = os(�2 )� i n3 sin(�2 ) ; � = �(n2 + i n1) sin(�2 ) (2:23)Le trasformazioni di M�obius assoiate a matrii in SU(2) possono essere ollegate a ro-tazioni di una sfera attraverso una mappa del piano omplesso esteso su una super�iesferia, nota ome proiezione stereogra�a.In R3 si ostruise la sfera di raggio unitario, detta "sfera di Riemann", x21+x22+x23 = 1,e si identi�a il piano x3 = 0 on il piano omplesso z = x1 + ix2. La retta usente dalpolo (0,0,1) e interseante la super�ie sferia nel punto di oordinate (x1; x2; x3), taglia ilpiano omplesso nel punto z = x1 + ix21� x3 (2:24)Se si assoia al polo il punto all'in�nito del piano omplesso, la proiezione stereogra�a �euna mappa biunivoa, on inversox3 = jzj2 � 1jzj2 + 1 ; x1 + ix2 = 2zjzj2 + 1 (2:25)Una ostruzione alternativa onsidera una sfera di raggio 1=2 tangente al piano omplessonell'origine.Vogliamo mostrare he una trasformazione di M�obius del piano omplesso, z0 = tU (z),assoiata ad una matrie di SU(2), indue una trasformazione della super�ie sferia he�e una rotazione. Si alolano failmente:x03 = jz0j2 � 1jz0j2 + 1 = ���(x1 + ix2) + ���(x1 � ix2) + (j�j2 � j�j2)x3 (2:26a)x01 + ix02 = 2z0jz0j2 + 1 = �2(x1 + ix2)� �2(x1 � ix2)� 2��x3 (2:26b)Con la parametrizzazione (2.4), si veri�a he la trasformazione della sfera �e una rotazionedi angolo � e asse di direzione (�n1; n2;�n3). Possiamo failmente veri�arlo per unatrasformazione di parametro � in�nitesimo. Si ottiene:0�x01x02x031A = 0�x1x2x31A+ �0� 0 n3 n2�n3 0 n1�n2 �n1 0 1A0�x1x2x31A19



Tenendo presente he, per oniugazione omplessa, ��1 = �1, ��2 = ��2 e ��3 = �3, sistabilise una orrispondenza di gruppo tra U�(n�) e R(n�).La distanza, misurata lungo la orda, tra due punti x e y della super�ie sferia, �e invarianteper rotazione. Esprimendo jx� yj mediante un'espressione in ui ompaiono le immaginistereogra�he z e w di x e y, si ottiene una nozione di distanza nel piano omplessod(z; w) = 2jz � wjp(1 + jzj2)(1 + jwj2) (2:27)he �e invariante per le trasformazioni di M�obius onsiderate.Eserizio 2.1Mostrare he una matrie omplessa 2� 2 he ommuta on tutti gli elementi del gruppoSU(2) �e neessariamente multipla dell'identit�a.Eserizio 2.2Mostrare he se U �e una matrie N �N unitaria, allora ha autovalori di modulo unitarioe autovettori orrispondenti ad autovalori distinti tra loro ortogonali.Eserizio 2.3Posto U = exp(iH), dove U e H sono matrii omplesse N �N , mostrare he la aratter-izzazione di SU(N) UyU = 1; detU = 1omporta Hy = H e TrH = 0. Il numero di parametri reali indipendenti he desrivonoSU(N) �e pertanto N2 � 1.
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x3. LE RAPPRESENTAZIONI LINEARI UNITARIEPremessaLa teoria delle rappresentazioni lineari di un gruppo �e lo strumento appropriato perdesrivere l'e�etto di una trasformazione da un sistema di riferimento inerziale a un altrosulle osservabili �sihe misurate nei due riferimenti.In termini molto generali e disorsivi, osserviamo he sia la meania quantistia hela meania lassia individuano, per la desrizione di un sistema dinamio �sio rela-tivamente a un riferimento inerziale, un insieme di "osservabili" e un insieme di "stati".Le osservabili spei�ano il modello del sistema �sio onsiderato, individuandone le pro-priet�a susettibili di misura e ostituendo un insieme autosuÆiente per la ostruzione diuna teoria predittiva. Alune osservabili hanno un ruolo pi�u fondamentale, nel senso he lealtre ne sono dipendenti, e da sole delimitano l'ambito della teoria. In meania lassiale osservabili sono funzioni dello spazio delle fasi, in meania quantistia sono operatoriautoaggiunti su un opportuno spazio di Hilbert H. Per spei�are il valore assunto dauna o pi�u osservabili in un erto istante t, �e neessario onosere lo stato �t. Esso �e unfunzionale lineare sullo spazio delle osservabili: il numero �t(f) �e il valore dell'osservabilef assunto dal sistema al tempo t. Tale valore ha il signi�ato statistio di valore medio,essendo l'osservabile soggetta a una dispersione e a una distribuzione statistia he dipen-dono dallo stato. In meania lassia gli stati sono distribuzioni, in meania quantistiaessi sono anora degli operatori. Gli stati quantistii possono tuttavia essere ostruiti apartire dai vettori di norma uno dello spazio di Hilbert.L'evoluzione temporale del sistema �e spei�ata attraverso una dinamia nello spaziodegli stati: l'equazione di Liouville per gli stati lassii, l'equazione di Heisenberg o diShr�odinger per gli stati quantistii; tale aspetto �e per�o irrilevante per questa disussione.Sia G il gruppo di trasformazioni tra sistemi di riferimento inerziali, e H lo spazio diHilbert i ui elementi di norma unitaria e la ui algebra di operatori lineari autoaggiuntiassumono il signi�ato di stati e osservabili, relativamente a un partiolare osservatore.Osservatori dello stesso sistema in riferimenti inerziali diversi attibuisono a priori lo stessosigni�ato �sio di stato e osservabile a elementi in H e operatori lineari diversi. E'neessaria una teoria he desriva la onnessione tra questi enti quando si e�ettui unambiamento del riferimento.Le quantit�a di interesse �sio sono espresse dalla teoria mediante prodotti interni jh jF̂�ijhe oinvolgono sia elementi normalizzati in H he operatori assoiati a osservabili. Unaprima possibilit�a �e quella di a�ermare he tutti gli osservatori hanno in omune l'algebradegli operatori, e nel ambiamento di riferimento siano solo gli elementi diH a trasformarsi.Nel primo aso, l'azione del gruppo G sui vettori di H �e desritta da una famiglia dioperatori: a ogni trasformazione g nel gruppo orrisponde una trasformazione  !  g =Û(g) nello spazio di Hilbert. Gli elementi  g e  si interpretano ome elementi desrittividello stesso sistema da parte di due osservatori in riferimenti onnessi dalla trasformazioneg. L'equivalenza delle desrizioni nei due riferimenti �e espressa da:j( gj�g)j = j( j�)j (3:1)E' naturale rihiedere he alla trasformazione omposta (g1g2) orrisponda un operatorehe sia il prodotto delle due azioni del gruppo su H e he alla trasformazione nulla e21



orrisponda un'azione nullâU(g1g2) = Û(g1)Û(g2); Û(e) = Î (3:2)Le due rihieste impliano he Û(g) sia invertibile, eÛ(g�1) = Û(g)�1 (3:3)Un fondamentale teorema di Wigner a�erma he la rappresentazione dell'azione delgruppo mediante operatori, pu�o e�ettuarsi mediante operatori lineari unitariÛ(�1 1 + �2 2) = �1Û 1 + �2Û 2; (Û 1jÛ 2) = ( 1j 2) (3:4)oppure on operatori antilineari e antiunitariÛ(�1 1 + �2 2) = ��1Û 1 + ��2Û 2; (Û 1jÛ 2) = ( 1j 2)� (3:5)(V.Bargmann: "Note on Wigner's theorem on symmetry operations", J. Math. Phys. 5(1964) 862.)Poih�e l'identit�a Î �e evidentemente un operatore unitario, gli elementi g onnessi on l'unit�ae del gruppo mediante un ammino ontinuo nello spazio dei parametri, sono rappresen-tati da operatori Û(g) unitari. Le propriet�a (3.2) e quella di unitariet�a Û(g)Ûy(g) = Îsono la aratterizzazione matematia della famiglia di operatori unitari Û(g) ome rapp-resentazione lineare unitaria del gruppo (onnesso) G. Esse omportano la propriet�aÛ(g�1) = Û(g)y.Una seonda possibilit�a �e quella di riversare l'e�etto del ambiamento di riferimento suisoli operatori lineari, attribuendo lo stesso vettore di stato ai due riferimenti.La rappresentazione unitaria del gruppo G sugli elementi dello spazio di Hilbert indueuna rappresentazione sullo spazio degli operatori lineari su H. Alla trasformazione g, a uiorrisponde l'operatore unitario Û(g), si fa orrispondere la trasformazione sul generiooperatore lineare Ĥ ! Ĥg de�nita dalla relazione, per ogni oppia di elementi  ; �,h jĤg�i = h gjĤ�gi (3:6)da ui si rileva: Ĥg = Û(g)yĤÛ(g) (3:7)E' faile veri�are he l'azione del gruppo G sugli operatori lineari, desritta dalla relazione(3.7), �e una rappresentazione lineare del gruppo.La relazione (3.6) esprime il fatto he le due rappresentazioni fornisono alternative edequivalenti desrizioni dell'azione del gruppo G ai �ni della desrizione del sistema �sioda parte di un osservatore inerziale. In un aso l'azione �e riversata sugli elementi di H,nell'altro aso sugli operatori.Per le rappresentazioni unitarie di gruppi di Lie �e possibile introdurre un'algebra digeneratori dati da operatori autoaggiunti, rappresentativi di osservabili �sihe. Essi siottengono attraverso lo studio delle rappresentazioni di sottogruppi a un parametro di22



G. Anhe gli operatori unitari ereditano la propriet�a di ostituire un sottogruppo a unparametro e, sotto erte ipotesi di ontinuit�a, il teorema di Stone garantise per essi unarappresentazione esponenziale mediante un opportuno generatore. Si riportano, senzadimostrazione i teoremi rilevanti.Gruppi Unitari a un parametro fortemente ontinui.Una famiglia di operatori unitari Û(t), t 2 R, su uno spazio di Hilbert H, ostituiseun Gruppo Unitario a un parametro seÛ(t)Û(s) = Û(t+ s); (3:8)in partiolare risulta: Û(0) = I e Û(t)y = Û(�t). Il gruppo �e fortemente ontinuo seinoltre, per ogni  2 H, limt!0 kÛ(t) �  k = 0 (3:9)La propriet�a di ontinuit�a forte, espressa per l'origine t = 0, si estende in modo ovvio adarbitrari valori t0: kÛ(t) � Û(t0) k = kÛ(t� t0) �  k ! 0 se t! t0.Mostriamo he, per i gruppi a un parametro, la propriet�a (3.9) di ontinuit�a forte �e impli-ata dalla ontinuit�a debole. Se per ogni  , Û(t) onverge debolmente a  per t ! 0,vale a dire limt!0 h�jÛ(t) i = h�j i 8�allora Û(t) �e fortemente ontinuo. Infatti:kÛ(t) �  k2 = kÛ(t) k2 � hÛ(t) j i � h jÛ(t) i+ k k2 ! 2k k2 � 2k k2 = 0Il seguente teorema mostra he la ontinuit�a forte segue da una ipotesi anora pi�u debole.Teorema di Von Neumann: Sia Û(t) un gruppo unitario a un parametro su unospazio di Hilbert separabile H. Se, per ogni �,  in H, h�jÛ(t) i �e una funzione misurabiledel parametro t, allora Û(t) �e fortemente ontinuo.La onnessione tra il gruppo unitario a un parametro fortemente ontinuo e il genera-tore del gruppo, attraverso la mappa esponenziale, �e preisata dai seguenti teoremi. Datoun operatore autoaggiunto Â si ostruise la famiglia di operatori unitariÛ(t) = e�itÂ (3:10)Se l'operatore Â �e limitato, l'esponenziale �e ostruito mediante la serie esponenziale, on-vergente in norma; diversamente si deve riorrere al teorema spettrale. Vale omunque ilTeorema:a) Û(t) �e un gruppo unitario fortemente ontinuo,b) per  2 D(Â), limt!0 1t (Û(t) �  ) = �iÂ ,) se esiste limt!0 1t (Û(t) �  ) allora  2 D(Â).Il suessivo e fondamentale teorema mostra he ogni gruppo unitario fortemente ontinuoha una rappresentazione esponenziale mediante un operatore autoaggiunto:23



TEOREMA DI STONE: Se Û(t) �e un gruppo unitario a un parametro fortementeontinuo, esiste un operatore autoaggiunto Â, detto generatore del gruppo, tale he Û(t) =e�itÂ.(da M.Reed and B.Simon "Methods of Modern Mathematial Physis", vol.1, AademiPress, 1972).A ommento della teoria esposta, rileviamo he per i gruppi unitari fortemente ontinuisi pu�o srivere uno sviluppo nell'intorno dell'identit�aÛ(s) = Î � isÂ+O(s2) (3:11)dove Â = Ây, on un dominio denso in H. Sostituendo lo sviluppo nell'identit�a Û(t)Û(s) =Û(s)Û(t) si ottiene la propriet�a generale he il generatore ommuta on gli elementi delgruppo [Û(t); Â℄ = 0. Sostituendo lo sviluppo nell'equazione (4) si perviene a Û(t + s) �Û(t) = �isÂÛ(t) +O(s2) e, nel limite, all'equazione di�erenzialeddt Û(t) = �iÂÛ(t); Û(0) = Î (3:12)la ui soluzione �e l'esponenziale (6). Questo shema verr�a riperorso in diverse oasioni.Proposizione: Un operatore B̂ ommuta on tutti gli operatori di un gruppo unitario a unparametro fortemente ontinuo se e solo se ommuta ol suo generatore:[B̂; Û(t)℄ = 0 8t $ [B̂; Â℄ = 0 (3:13)Dim.: derivando rispetto al parametro l'operatore Û(t)yB̂Û(t) e utilizzando le propriet�adel generatore Â, si ottiene l'equazione di�erenzialeddtÛ(t)yB̂Û(t) = iÛ(t)y[Â; B̂℄Û(t) (3:14)Se [Â; B̂℄ = 0, allora Û(t)yB̂Û(t) non dipende da t e oinide on l'operatore in t = 0,fornendo la relazione [B̂; Û(t)℄ = 0. Vieversa, se [Û(t); B̂℄ = 0 per ogni t, l'operatoreÛ(t)yB̂Û(t) oinide on B̂ e pertando �e indipendente da t e, per l'equazione, [Â; B̂℄ = 0.
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x4. RAPPRESENTAZIONI UNITARIE DELLE ROTO{TRASLAZIONIIl gruppo delle roto-traslazioni.Le rotazioni e le traslazioni spaziali formano un gruppo he �e ontenuto sia nel gruppodi Galilei he nel gruppo di Poinar�e. Le loro rappresentazioni unitarie portano allade�nizione di grandezze �sihe rilevanti: il momento angolare e la quantit�a di moto.Esaminiamo la struttura di gruppo delle rototraslazioni spaziali:x0 = R1x+ a1 R1 2 SO(3); a1 2 R3 (4:1)La legge di omposizione di due suessive trasformazionix00 = R2x0 + a2 = R2R1x+ (R2a1 + a2)suggerise di identi�are le rototraslazioni on oppie (R; a), on la seguente de�nizione diprodotto: (R2; a2)(R1; a1) = (R2R1; R2a1 + a2) (4:2)L'identit�a del gruppo �e (I; 0), e l'inverso dell'elemento (R; a) �e (Rt;�Rta). Le pure ro-tazioni (R; 0) e le pure traslazioni (I; a) sono due sottogruppi; dalla legge di gruppo (4.2)segue la fattorizzazione della generia rototraslazione in pure traslazioni e rotazioni, se-ondo due modi distinti (R; a) = (I; a)(R; 0) = (R; 0)(I; Rta) (4:3)Oltre al gruppo (R; a) onviene onsiderare la trasformazione di parit�a (�I; 0), orrispon-dente all'operazione x0 = �x. L'inversione di un solo asse spaziale �e rappresentabilemediante il prodotto di una rotazione e una trasformazione di parit�a. A partire dall'azionesulle oordinate, si danno le seguenti regole:(�I; 0)(�I; 0) = (I; 0) (4:4a)(R; 0)(�I; 0) = (�I; 0)(R; 0); (I; a)(�I; 0) = (�I; 0)(I;�a) (4:4b)A di�erenza delle rotazioni e delle traslazioni, he possono essere onnesse on ontinuit�aall'identit�a e pertanto si rappresentano on operatori unitari, la parit�a �e una trasformazionedisreta, e sar�a onsiderata suessivamente.Rappresentazioni unitarie del gruppo delle Rototraslazioni.Una rappresentazione lineare unitaria del gruppo delle rototraslazioni �e una appli-azione he a ogni elemento (R; a) del gruppo assoia un operatore lineare unitario Û(R; a)su un assegnato spazio di Hilbert H. Oltre alla ondizione di unitariet�a Û(R; a)yÛ(R; a) =Î, deve essere veri�ata le ondizioneÛ(R2; a2)Û(R1; a1) = Û(R2R1; R2a1 + a2) (4:5)25



da ui onseguono: Û(I; 0) = Î e Û(R; a)y = Û(Rt;�Rta). Si noti he una rappresen-tazione di un gruppo forma essa stessa un gruppo.La somposizione (4.3) implia la fattorizzazione della rappresentazione in termini di rap-presentazioni delle pure traslazioni, on operatori Û(I; a), he per brevit�a indio on Û(a),e delle pure rotazioni, on operatori Û(R) = Û(R; 0):Û(R; a) = Û(a)Û(R) = Û(R)Û(Rta) (4:6)Le traslazioni.Consideriamo dapprima la rappresentazione delle sole traslazioni. Gli operatori ommu-tano tra loro in onseguenza del fatto heÛ(a)Û(b) = Û(a+ b) (4:7)Considerando traslazioni di vettore an, dove n �e un vettore �sso e a �e arbitrario, si ha unsottogruppo unitario a un parametro. Se �e veri�ata l'ipotesi di ontinuit�a forte, per ilteorema di Stone esiste il generatore autoaggiunto K̂(n) delle traslazioni di direzione n:Û(an) = exp[�iaK̂(n)℄. Dalla propriet�a K̂(�n) = �K̂(n), he risulta dal risalamento delparametro a, segue he K̂(n) = n � K̂, dove fK̂ig �e una terna di operatori autoaggiuntiaratteristii della rappresentazione. Si seglie jnj = 1.Con quest'ultima espressione del generatore si srive la rappresentazione esponenziale deglioperatori unitari: Û(a) = e�ia�K̂ (4:8)Introduendo gli sviluppi al primo ordine Û(a) = Î � ia � K̂ + O(jaj2) nella relazione[Û(a); Û(b)℄ = 0, on vettori a e b in�nitesimi, per l'arbitrariet�a dei parametri si pervienea [K̂i; K̂j℄ = 0 (4:9)Con la selta di vettori a = an e b = Æan nella relazione (4.7), nel limite Æa! 0 si pervieneall'equazione di�erenziale ��aÛ(an) = �i(n � K̂)Û(an) (4:10)la ui soluzione, on la ondizione iniziale Û(0) = Î, �e l'espressione (4.8). I tre operatori K̂isono i generatori delle traslazioni spaziali lungo i tre assi oordinati, e verranno denominatioperatori di momento lineare.Le rotazioni.Gli operatori unitari Û(R) he rappresentano le rotazioni pure in generale non ommu-tano tra loro, dato he SO(3) non �e un gruppo abeliano. Tuttavia, se si onsiderano lerotazioni attorno a una direzione n, i orrispondenti operatori unitari formano un sot-togruppo abeliano a un parametro. Spei�ando R mediante il vettore �n si ha:Û(�1n)Û(�2n) = Û((�1 + �2)n) (4:11)26



Il generatore delle rotazioni attorno all'asse di versore n ha la forma n�Ĵ , dove gli operatoriautoaggiunti Ĵi sono i generatori per le rotazioni attorno ai tre assi oordinati. Si ha:Û(�n) = e�i�n�Ĵ (4:12)Inserendo lo sviluppo per un angolo in�nitesimo Û(Æ�n) = Î � iÆ�(n � Ĵ) + O(Æ�2) nellarelazione (4.11) si ottengono:[Û(�n); (n � Ĵ)℄ = 0; ���Û(�n) = �i(n � Ĵ)Û(�n) (4:13)L'equazione di�erenziale �e risolta dalla espressione esponenziale (4.12).Per ottenere la regola di ommutazione dei generatori attorno ai tre assi oordinati, on-sideriamo la rappresentazione della relazione RtS(�n)R = S(�Rtn). Essa omportaÛ(R)yÛ(�n)Û(R) = Û(�Rtn)Se l'angolo � �e in�nitesimo e per l'arbitrariet�a di n,Û(R)yĴkÛ(R) =Xi RkiĴi (4:14)Considerando anora una rotazione in�nitesima R, si ottiene �nalmente la fondamentalerelazione he aratterizza i generatori delle rotazioni ome operatori di momento an-golare: [Ĵi; Ĵj℄ = iXk �ijkĴk (4:15)Rimane da esaminare la relazione tra i generatori delle rappresentazioni delletraslazioni e quelli delle rotazioni. Essa onsegue dalle due equivalenti fattorizzazioni diuna rototraslazione (4.3), he omportanoÛ(R)yÛ(a)Û(R) = Û(Rta) (4:16)passando a traslazioni in�nitesime:Û(R)yK̂kÛ(R) =Xi RkiK̂i (4:17)Se ora si onsiderano rotazioni in�nitesime:[Ĵi; K̂j℄ = iXk �ijkK̂k (4:18)Le relazioni di ommutazione (4.9)(4.15)(4.17), he per omodit�a ripetiamo:[K̂i; K̂j℄ = 0 ; [Ĵi; Ĵj℄ = iXk �ijkĴk ; [Ĵi; K̂j℄ = iXk �ijkK̂k (4:19)27



aratterizzano i 6 generatori delle rappresentazioni unitarie del gruppo delle rototraslazioni.Operatori salari e vettoriali.Un operatore Â �e invariante, o salare, per il gruppo delle rotazioni se, per ognirotazione: Û(R)yÂÛ(R) = Â (4:20a)Questa relazione implia he il prodotto interno h jÂ�i �e invariante per rotazioni (�e unosalare): il valore he esso assume per un osservatore oinide ol valore h RjÂ�Ri perl'osservatore ruotato.Considerando le rotazioni in�nitesime, la relazione �e equivalente a[Ĵi; Â℄ = 0; i = 1; 2; 3 (4:20b)Le relazioni (4.20) omportano he gli autospazi di un operatore salare sono in-varianti per l'azione della rappresentazione o, on opportune onsiderazioni di dominio,dei generatori. Infatti, se jai �e un autovettore di Â on autovalore a, Âjai = ajai, i vettoriÛ(R)jai sono anora autovettori di Â on stesso autovalore:ÂÛ(R)jai = Û(R)Âjai = aÛ(R)jaiUna terna di operatori Âi ostituise una terna vettoriale per il gruppo delle rotazionise, per ogni rotazione R, vale la relazioneÛ(R)yÂiÛ(R) =Xk RikÂk (4:21a)Essa �e equivalente, su un opportuno dominio, alle relazioni[Ĵi; Âj℄ = iXk �ijkÂk; i; j = 1; 2; 3 (4:21b)I generatori K̂ delle traslazioni e i generatori Ĵ delle rotazioni sono due terne vettoriali.Se in un sistema di riferimento si ha la terna di numeri ai = h jÂi�i, a essa orrispondenel sistema di riferimento ruotato la terna he si ottiene ruotando la terna iniziale:a0i = h RjÂi�Ri = h jÛyRÂiÛR i =Xk Rikak (4:22)Ci�o giusti�a la denominazione di terna vettoriale.E' rilevante la seguente a�ermazione: il prodotto salare di due terne vettoriali dioperatori �e un operatore salare.Dim.: siano Â e B̂ due terne vettoriali di operatori. Si ha, tenendo onto dell'unitariet�a edella propriet�a RtR = I:Û(R)y(Â � B̂)Û(R) =Xk Û(R)yÂkÛ(R)Û(R)yB̂Û(R) =XklmRklRkmÂlB̂m = Â � B̂:28



Esempi importanti di operatori salari sono:K̂2 =Xi K̂2i ; Ĵ2 =Xi Ĵ2i ; K̂ � Ĵ (4:23)Si noti he per le equazioni (4.18) risulta he l'operatore salare K̂ � Ĵ �e autoaggiunto einoltre: [K̂i; K̂ � Ĵ ℄ = 0 (4:24)La parit�a.L'operazione di parit�a (�I; 0) orrisponde sullo spazio di Hilbert a un operatore Ûp talehe Û2p = Î, Componendo la parit�a on le rototraslazioni, eq. (4.4b), si ottengonoÛpÛ(R)Ûp = Û(R); ÛpÛ(a)Ûp = Û(�a) (4:25)da ui risulta, passando a trasformazioni in�nitesime, ÛpiĴiÛp = iĴi e ÛpiK̂iÛp = �iK̂i.La selta di Ûp unitario va operata nel pi�u generale ontesto delle rappresentazioni delgruppo di Poinar�e, o di Galilei. Dall'essere unitario onsegue he l'operatore parit�a �eanhe autoaggiunto, e quindi �e un'osservabile. Valgono allora le relazioniÛpĴi � ĴiÛp = 0; ÛpK̂i + K̂iÛp = 0 (4:26)(Se l'operatore parit�a fosse antilineare e antiunitario, nelle (33) i segni sarebbero sambiati).Con riferimento alla parit�a, la terna Ĵ �e uno "pseudo-vettore", mentre il momento lineareK̂ �e un vettore. L'operatore parit�a ommuta on gli salari K̂2 e Ĵ2, e antiommuta onK̂ � Ĵ (pseudo-salare).Eserizio 4.1Dimostrare he, se Â e B̂ sono due terne vettoriali di operatori, anhe 12 (Â� B̂ + B̂ � Â)�e una terna vettoriale.Eserizio 4.2Dimostrare he per una terna vettoriale di operatori Â:Âj Ĵ2 + Ĵ2Âj � 2Âj = 2Xk ĴkÂjĴk (4:27)[Ĵ2; [Ĵ2; Âj℄℄ = 2Âj Ĵ2 + 2Ĵ2Âj � 4Ĵj(Â � Ĵ) (4:28)Eserizio 4.3Mostrare he ogni vettore  si deompone nella somma di un vettore pari  p = Ûp p eun vettore dispari  d = �Ûp d. Costruire i proiettori sui due autospazi di vettori pari edispari. 29



Eserizio 4.4Si ostruise la terna vettoriale di operatori autoaggiuntiŴ = 12(K̂ � Ĵ + Ĵ � K̂)Mostrare he Ŵ` = 12i [Ĵ2; K̂`℄ e le propriet�a[Ŵi; K̂j℄ = iK̂2Æij � iK̂iK̂j; [Ŵi; Ŵj℄ = �iK̂2Xm �ijmĴm; Ŵ 2 = Ĵ2K̂2+ K̂2� (K̂ � Ĵ)2
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x5. LE ROTO{TRASLAZIONI IN L2(R3)IntroduzioneUn esempio di rappresentazione unitaria del gruppo delle rototraslazioni, di importanzafondamentale non solo per la meania quantistia, viene ostruito sullo spazio di HilbertL2(R3), omposto da funzioni on norma �nita, ostruita a partire dal prodotto internohf jgi = Z d3xf(x)�g(x) (5:1)I generatori delle rappresentazioni delle traslazioni e delle rotazioni sono desritti da oper-atori autoaggiunti he in meania quantistia assumono il signi�ato di momento linearee momento angolare, on aratteristihe regole di ommutazione he risultano dalla teoriagenerale gi�a svolta.La ostruzione delle rappresentazioni �e suggerita dalla de�nizione di ampo salareper una trasformazione di sistemi di riferimento, he ora rihiamiamo.Un osservatore S attribuise a iasun punto P dello spazio oordinate x(P ) e misura valorif(x) he spei�ano una funzione di ampo f . Un diverso osservatore S0 agli stessi puntiattribuise oordinate x0(P ) e misura valori f 0(x0), he spei�ano una funzione di ampof 0. Il ampo �e salare quando i due osservatori, in iasun punto P , ottengono valoriuguali: f 0(x0) = f(x). Se le oordinate sono legate dalla relazione invertibile x0 = '(x), iampi salari nei due riferimenti sono onnessi dalla relazione f 0 = f Æ '�1.In meania quantistia, se si trasura lo spin, lo stato di una partiella ad un erto istante�e desritto da un ampo omplesso  , on il signi�ato he j (x)j2 desrive la densit�a diprobabilit�a per la posizione. L'interpretazione statistia rihiede he il ampo  sia unelemento di L2(R3) normalizzato: Z d3x j (x)j2 = 1 (5:2)Un diverso osservatore desrive la partiella on un ampo  0 he fornise la densit�a diprobabilit�a per la posizione nel sistema di riferimento S0. A priori, per salvaguardare ilfatto he una misura di posizione deve fornire un risultato indipendente dall'osservatore,basterebbe rihiedere j 0(x0)j2d3x0 = j (x)j2d3x; se onsideriamo da ora trasformazionihe onservano l'elemento di volume, deve essere j 0(x0)j = j (x)j.Per salvaguardare l'intera desrizione statistia, e non solo quella legata alla posizione, sideve rihiedere he  , e non solo il modulo, si trasformi ome un ampo salare. Questarihiesta si formalizza assoiando alla trasformazione di oordinate x0 = '(x) un operatorelineare de�nito dalla relazione (Û )(x) =  ('�1(x)) (5:3)he �e anhe unitario, avendo rihiesto l'invarianza della misura d3x. Le rototraslazionihanno questa propriet�a, ome pure il gruppo di Lorentz o di Galilei. Questa aratteristia�e importante, e garantise non solo la normalizzazione del ampo  in tutti i riferimenti31



onnessi da rototraslazioni, ma anhe la onservazione dei valori h 1j 2i, on ui si al-olano le probabilit�a di transizione.La propriet�a di gruppo delle rototraslazioni si trasferise nella rihiesta he gli operatoriorrispondenti formino una rappresentazione unitaria. Come si �e gi�a visto, lo studio dellarappresentazione si riondue a quello delle rappresentazioni del gruppo delle rotazioni edelle traslazioni pure.Gli operatori di Momento Lineare.Alla traslazione x0 = x+ a orrisponde l'operatore unitario(Ûaf)(x) = f(x� a) (5:4)Nel sottospazio S(R3) delle funzioni di lasse C1, rapidamente deresenti on tutte lederivate, il seondo membro pu�o essere sviluppato in serie di Taylor:f(x� a) = f(x)�Xj aj �f�xj (x) + 12!Xjk ajak �2f�xjxk (x) + : : :Posto, per una traslazione in�nitesima, Û = Î � ia � K̂ +O(jaj2), si ha l'identi�azione deitre generatori delle traslazioni: K̂j = �i ��xj (5:5)Essi sono ben de�niti e sono simmetrii sullo spazio S(R3), he �e denso in L2(R3) einvariante per l'appliazione di potenze degli operatori. Dato he il gruppo delle traslazioni�e abeliano, la teoria generale prevede, ma in questo aso �e evidente, he i tre operatori K̂iommutino. Per ragioni dimensionali, in meania quantistia gli operatori di momentolineare sono de�niti moltipliando i generatori delle traslazioni per la ostante di Plank�h: P̂j = �hK̂j.Gli operatori unitari he rappresentano le traslazioni si srivono:Ûa = e� i�ha�P̂ (5:6)La srittura �e formale, e de�nise un operatore limitato attraverso lo sviluppodell'esponenziale sullo spazio S(R3), estendibile per ontinuit�a a un operatore unitariosu tutto lo spazio di Hilbert.Sullo stesso spazio S(R3) si de�nisono in modo semplie i tre operatori "posizione"X̂jf = xjf (5:7)he agisono per moltipliazione on la funzione xj : xj(a) = aj . In pratia si srive:(X̂jf)(x) = xjf(x) Gli operatori X̂i e P̂i trasformano S(R3) in s�e, e possono essere estesia operatori autoaggiunti su un omune dominio denso D. Essi veri�ano le regole diommutazione di Heisenberg[P̂i; P̂j℄ = 0 [X̂i; X̂j℄ = 0 [X̂i; P̂j℄ = i�h (5:8)32



Per gli operatori X̂i l'azione del gruppo delle traslazioni onorda on quanto avviene perle oordinate, onformemente alla loro interpretazione ome operatori di posizione:ÛyaX̂iÛa = X̂i + aiÎ (5:9)Dim.: (ÛyaX̂if)(x) = (Ûyaxif)(x) = xi(x + a)f(x + a) = (xi + ai)(Ûyaf)(x) = ((X̂i +ai)Ûyaf)(x), da ui: ÛyaX̂i = X̂iÛya + aiÛya .Gli operatori di Momento AngolareA ogni rotazione R orrisponde un operatore lineare ÛR de�nito dalla relazione(ÛRf)(x) = f(R�1x) (5:10)E' immediato veri�are he gli operatori ÛR sono unitari e formano una rappresentazionedel gruppo delle rotazioni. Considerandone la restrizione alla variet�a S(R3), �e faile ot-tenere lo sviluppo nell'intorno dell'identit�a della rappresentazione, e quindi l'espressionedei generatori: (L̂if)(x) = �i�hXjk �ijkxj �f�xk (x) (5:11)dove si �e introdotta, per ragioni dimensionali, la ostante di Plank. Mediante gli operatoriX̂i e P̂i si srive, simboliamente:L̂i =Xjk �ijkX̂jP̂k L̂ = X̂ � P̂ (5:12)he suggerise la denominazione dei generatori ome operatori di momento angolare. Itre operatori L̂i, de�niti mediante la formula (5.12) sullo spazio S(R3), sono estendibiliad altrettanti operatori autoaggiunti. Nel seguito i nove operatori di posizione, momentolineare e angolare, verranno identi�ati on le loro estensioni autoaggiunte.Gli operatori della rappresentazione unitaria sono:Û(�n) = e� i�h�n�L (5:13)Per la teoria generale, ma la veri�a espliita �e possibile:[L̂i; L̂j℄ = i�hXk �ijkL̂k [L̂i; P̂j℄ = i�hXk �ijkP̂k (5:14a)Si ha anhe: [L̂i; X̂j℄ = i�hXk �ijkX̂k (5:14b)Queste relazioni aratterizzano le tre terne di operatori X̂, P̂ e L̂ ome operatori vettoriali.Pertanto, l'azione di una rotazione sugli operatori di posizione �eÛyRX̂iÛR =Xj RijX̂j (5:15)33



Sono operatori invarianti gli operatori ottenuti dai prodotti salari:X̂2 P̂ 2 L̂2 X̂ � P̂ (5:16)e i loro polinomi. I prodotti salari dei vettori posizione o momento on il momentoangolare sono nulli. Si danno le espressioni espliiteP̂ 2 = ��h2 � �2�x21 + �2�x22 + �2�x23� (5:17a)L̂2 = X̂2P̂ 2 � (X̂ � P̂ )2 + i�h(X̂ � P̂ ) (5:17b)La trasformazione di parit�a �e rappresentata dall'operatore unitario(Ûpf)(x) = f(�x) (5:18)Oltre alle generali relazioni di ommutazione e antiommutazione rispettivamente on Ĵ eP̂ , si veri�a he ÛpX̂iÛp = �X̂i.
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x6. RAPPRESENTAZIONI IRRIDUCIBILI DI SU(2).Rappresentazioni unitarie irriduibili.Lo studio delle rappresentazioni unitarie di un gruppo pu�o essere riondotto a quellodi rappresentazioni unitarie elementari, dette irriduibili. Infatti, lo spazio di Hilbert su uila rappresentazione opera, pu�o essere deomposto nella somma ortogonale di sottospazi in-varianti, non ulteriormente deomponibili. La restrizione della rappresentazione a iasunodi questi sottospazi �e una rappresentazione unitaria irriduibile del gruppo.Sia G un gruppo, e Û(g) una sua rappresentazione unitaria su uno spazio di HilbertH. Un sottospazio S �e invariante per la rappresentazione se le immagini di tutti i suoielementi, seondo la rappresentazione, sono anora in S: 2 S ! Û(g) 2 S; 8g 2 GEvidentemente l'insieme H e l'insieme vuoto sono invarianti. La restrizione della rappre-sentazione al sottospazio invariante �e anora una rappresentazione del gruppo.Una rappresentazione �e irriduibile quando lo spazio H non ontiene sottospazi pro-pri invarianti sotto l'azione della rappresentazione del gruppo (diversi dall'insieme vuoto).Mostriamo he, se la rappresentazione unitaria �e riduibile, on sottospazio invariante S,anhe il sottospazio S? �e invariante.Dim.: se � 2 S?, allora (Û(g)y j�) = 0 per ogni g e  2 S, in quanto S �e invariante.Poih�e la rappresentazione �e unitaria: ( jÛ(g)�) = 0 per ogni  2 S, io�e Û(g)� �e anoraun elemento di S?.In questo modo, lo spazio di Hilbert si deompone nella somma di due sottospazi invariantisu iasuno dei quali operano due rappresentazioni. Il proesso di riduzione della rappre-sentazione proede sino all'individuazione di una deomposizione in sottospazi invariantiortogonali, non pi�u riduibili H =Xi �SiLe restrizioni della rappresentazione a iasun sottospazio sono ora irriduibili.Lemma di Shur: se Û �e una rappresentazione unitaria irriduibile di un gruppo suuno spazio H, ogni operatore invariante �e un multiplo dell'identit�a[Û(g); T̂ ℄ = 0 8g ! T̂ = �ÎDim.: la dimostrazione �e elementare se si suppone he T̂ abbia almeno un autovalore�. Gli autovettori on autovalore � formano un autospazio S� he �e invariante per larappresentazione: se  2 S� allora T̂ Û(g) = Û(g)T̂ = �Û(g) , pertanto Û(g) 2 S�.L'autospazio S�, essendo invariante per l'azione del gruppo e per l'ipotesi di irriduibilit�a,deve oinidere on l'intero spazio di Hilbert.Una pi�u generale dimostrazione onsidera la rappresentazione spettrale dell'operatore me-diante una misura a valori di proiettore. Se T̂ �e invariante, anhe i proiettori Ê(M) e i35



relativi sottospazi sono invarianti. Per l'ipotesi di irriduibilit�a, un solo sottospazio oinideon H, on proiettore Î, gli altri sono vuoti, on proiettori nulli.Gli autovalori degli operatori invarianti sono una aratteristia spei�a di iasunarappresentazione irriduibile.Per i gruppi ontinui le preedenti nozioni si traduono in relazioni he oinvolgono igeneratori della rappresentazione. Osserviamo he, mentre la rappresentazione �e ostituitada operatori unitari, on dominio H, i generatori Ĝi possono in generale essere de�nitisu un dominio D in omune, denso ma non oinidente on H, invariante per l'azionedei generatori stessi. Su tale dominio si possono ostruire le somme parziali della serieesponenziale, he onvergono a un operatore unitario della rappresentazione.Un sottospazio S �e invariante per l'insieme dei generatori se Ĝi 2 S, per ogni i e  2 S\D.Si mostra he se S �e invariante per i generatori, lo �e anhe per la rappresentazione delgruppo e vieversa. La rappresentazione del gruppo �e irriduibile se e solo se i genera-tori formano un insieme irriduibile di operatori, io�e non lasiano sottospazi invariantiall'infuori dello spazio H. Un operatore he ommuta on i generatori, essendo questiun insieme irriduibile, su un omune dominio he ontiene D, �e multiplo dell'operatoreidentit�a.Poih�e i generatori sono aratterizzati dalle loro regole di ommutazione, lo studiodelle rappresentazioni unitarie irriduibili di un gruppo viene riondotto allo studio dellerappresentazioni irriduibili delle regole di ommutazione dei generatori.�E neessaria una preisazione, da ui si evidenzia nuovamente il ruolo del gruppo dirioprimento SU(2) nello studio delle rappresentazioni del gruppo delle rotazioni.In generale, per i gruppi sempliemente onnessi vale la propriet�a he una rappresentazionelineare dell'algebra di Lie oinide on l'algebra di Lie di una rappresentazione linearedel gruppo. Questo non �e vero per gruppi non sempliemente onnessi, ome SO(3).Tuttavia, ome gi�a osservato, a ogni gruppo di Lie onnesso G si pu�o assoiare un gruppodi rioprimento sempliemente onnesso ~G on la propriet�a he esiste un omeomor�smoanalitio ~G! G. Essendo la mappa loalmente invertibile, i gruppi ~G e G hanno algebredi Lie isomorfe.Per questa ragione, proediamo allo studio delle rappresentazioni dell'algebra di Lie diSU(2).RAPPRESENTAZIONI UNITARIE IRRIDUCIBILI DI SU(2)Si �e mostrato he una rappresentazione unitaria risulta somponibile in rappresen-tazioni unitarie irriduibili, agenti su sottospazi ortogonali. In una base adattata allasomposizione, gli operatori unitari e i generatori della rappresentazione hanno pertantouna struttura matriiale a blohi, dove iasun bloo fornise una rappresentazione ir-riduibile, di dimensione pari a quella del sottospazio invariante.Ci aingiamo a studiare la struttura delle rappresentazioni unitarie irriduibili di SU(2),riondotta allo studio delle rappresentazioni irriduibili dei generatori. Giungeremo allaonlusione he esse hanno dimensione �nito-dimensionale 2j+1, dove i valori possibili dij sono: 0, 1=2, 1, 3=2 et. Forniremo l'espliita struttura matriiale dei generatori, in unaopportuna base dello spazio. 36



Siano Ĵ1, Ĵ2, e Ĵ3 tre operatori lineari autoaggiunti su uno spazio di Hilbert omplessoH, tali da soddisfare la relazione di ommutazione[Ĵi; Ĵj℄ = iXk �ijkĴk; i; j = 1; 2; 3 (1)e ostituire in H una terna irriduibile di operatori. L'unio sottospazio invariante per itre operatori e diverso da quello ostituito dal solo vettore nullo, �e peri�o l'intero spazioH.I tre operatori sono una base per un'algebra di Lie di operatori, ostruiti mediante loroombinazioni lineari reali: Ĥ = �n � Ĵ = �(n1Ĵ1 + n2Ĵ2 + n3Ĵ3). Tale algebra �e isomorfaall'algebra di Lie su(2). Gli operatori unitari exp(�iĤ) formano una rappresentazioneunitaria irriduibile del gruppo SU(2).L'operatore Ĵ2 = Ĵ21 + Ĵ22 + Ĵ23 �e un operatore salare, e pertanto ommuta on i treoperatori Ĵk. Per il Lemma di Shur, esso �e multiplo dell'identit�a: Ĵ2 = �Î, on � numeroreale. L'autovalore � �e anhe positivo, infatti, indiando on k k la norma del generiovettore j i: �k k2 = h jĴ2j i =Xk h jĴ2k j i =Xk kĴk k2 � 0Privilegiando l'operatore Ĵ3, in luogo degli operatori Ĵ1 e Ĵ2 �e utile onsiderare gli operatoridi innalzamento ed abbassamento, os�i de�nitiĴ+ = Ĵ1 + iĴ2 ; Ĵ� = Ĵ1 � iĴ2 ; Ĵy� = Ĵ� (2)Essi svolgono un ruolo fondamentale nella teoria generale del momento angolare. Utiliz-zando la (1.1) si ottengono le due formule utili:[Ĵ3; Ĵ�℄ = �Ĵ� (3a)Ĵ�Ĵ� = Ĵ2 � Ĵ23 � Ĵ3 (3b)Indihiamo ol simbolo j�i un autovettore normalizzato di Ĵ3 on autovalore �: Ĵ3j�i =�j�i. Dimostriamo ora he i vettori Ĵ�j�i sono autovettori di Ĵ3, on autovalori �� 1:Ĵ�j�i = K�(�; �)j�� 1idove K�(�; �) �e una ostante di normalizzazione:Ĵ3(Ĵ�j�i) = Ĵ�Ĵ3j�i+ [Ĵ3; Ĵ�℄j�i = (�� 1)(Ĵ�j�i)Poih�e i vettori j�� 1i sono normalizzati, la ostante �e os�i determinatajK�(�; �)j2 = kĴ�j�ik2 = h�jĴy�Ĵ�j�i = (�� �2 � �) (4)A partire da un autostato j�i possiamo pertanto ostruire autostati j�� ni appliando nvolte gli operatori di innalzamento o di abbassamento. Il proesso non pu�o proedere per37



n arbitrariamente grande in quanto la quantit�a � � �2 � � deve rimanere non negativa.Deve peri�o esistere un autovalore massimo �max, orrispondente ad un autovettore j�maxiottenuto mediante l'appliazione iterata di Ĵ+ allo stato j�i, tale he Ĵ+j�maxi = 0, io�e�2 � �2max � �max = 0 (5a)Allo stesso modo, deve esistere un autovalore minimo �min, tale he Ĵ�j�mini = 0, io�e�� �2min + �min = 0 (5b)Sottraendo le due ondizioni (1.5) ottengo (�max + �min)(�max � �min + 1) = 0, da ui�max = ��min. Inoltre, poih�e i due autovettori estremi sono stati generati a partire dauno stesso autostato j�imediante suessive appliazioni di Ĵ�, deve essere: �max��min =N . In onlusione �max = j, dove j = N=2 e N �e un intero, e � = j(j + 1).I vettori j�i e quelli ottenuti per appliazioni suessive di Ĵ� �no a j�maxi e j�minigenerano una variet�a lineare invariante sotto l'azione di Ĵ3 e Ĵ�. Infatti, per la relazione(3b), la variet�a lineare generata dai vettori Ĵk�j�i viene lasiata invariante, a meno diuna ostante numeria di normalizzazione, dall'appliazione degli operatori Ĵ3 e Ĵ�. Perl'ipotesi di irriduibilit�a possiamo onludere he la dimensione dello spazio di Hilbert �e2j + 1.La preedente trattazione astratta i ha portati a lassi�are mediante il numeroj = 0; 12 ; 1; 32 ; 2; : : : ; N2 : : : (6)tutte le rappresentazioni unitarie irriduibili della regole di ommutazione per il momentoangolare. Ciasuna rappresentazione ha dimensione 2j + 1, dimensione dello spazio diHilbert Hj . L'operatore Ĵ2 �e multiplo dell'identit�a, e gli autovalori di Ĵ3 sono i numerim = �j;�j+1; : : : ; j, on orrispondenti 2j+1 autostati normalizzati jj;mi (�e opportunoinludere l'indie j nella spei�azione degli autovettori):Ĵ2jj;mi = j(j + 1)jj;mi (7a)Ĵ3jj;mi = mjj;mi (7b)Gli autovettori sono onnessi tra loro dagli operatori Ĵ� mediante le formuleĴ�jj;mi =p(j �m)(j �m+ 1)jj;m� 1i (8)In partiolare, gli stati jj;mi sono ottenibili a partire dallo stato di autovalore minimomediante la formula jj;mi =s (j �m)!(2j)!(j +m)! (Ĵ+)j+mjj;�ji (9)38



I generatori Ĵi sono una base in uno spazio lineare di operatori autoaggiunti la ui espo-nenziazione fornise un gruppo unitario sullo spazio omplesso Hj , he �e rappresentazioneirriduibile del gruppo SU(2), o del gruppo delle rotazioni:Û(R) = e�i�(n�Ĵ) (10)dove R(n�) �e la rotazione di versore n ed angolo �.Riordiamo la formula, valida per ogni matrie di rotazione R,Û(R)yĴ3Û(R) =Xk R3kĴk (11)Il vettore riga R3k rappresenta le omponenti di un versore n. L'arbitrariet�a di R i portaa onludere he tutti gli operatori (n � Ĵ) sono unitariamente equivalenti a Ĵ3, e quindihanno lo stesso spettro di autovalori, in partiolare gli operatori Ĵ1 e Ĵ2.La simmetria dello spettro dei generatori omporta he la traia delle matrii (n � J) sianulla, e quindi det Û(R) = 1. Una rappresentazione unitaria di indie j di SU(2) �e pertantoun sottogruppo di SU(2j +1), gruppo delle matrii unitarie speiali di dimensione 2j +1.L'azione dell'operatore Û(n�) su un generio vettore j i in Hj �e partiolarmentesemplie se �e nota la base di autovettori jemi, on autovalorim = �j; : : :+j, del generatore(n � Ĵ): Û(n�)j i = jXm=�j e�im�hemj ijemi (12)In partiolare, ponendo � = 2�, notiamo he le rappresentazioni on indie j intero for-nisono Û(2�n) = Î, mentre per j semi-intero si ottiene �Î . Le rappresentazioni delseondo tipo vengono dette "spinoriali".Rappresentazione matriiale degli operatoriLa preedente trattazione astratta i india he la rappresentazione di indie j rihiedeuno spazio di Hilbert Hj omplesso di dimensioni 2j + 1. Individuata una base di vettoriortonormali e �ssato un ordinamento, ogni vettore di tale spazio ha somposizione j i = 1j1i+ : : :+  2j+1j2j + 1i e pu�o essere identi�ato in un vettore olonna di omponenti i in C2j+1, munito del prodotto salareh j�i = 2j+1Xi=1  �j�j (13a)Gli operatori lineari su Hj sono rappresentabili mediante matrii quadrate di ordine 2j+1:Aij = hijÂjji (13b)In partiolare, la matrie rappresentativa di un operatore autoaggiunto Â = Ây �e Hermi-tiana, Aij = A�ji, e la matrie rappresentativa di un operatore unitario ÛyÛ = I �e unamatrie unitaria, Pk U�kiUkj = Æij . 39



Segliendo la base degli autovettori jj;mi di Ĵ3, ordinata on autovalori deresenti:j1i = jj; ji ; : : : jii = jj; j � i+ 1i : : : j2j + 1i = jj;�jila matrie J3, rappresentativa di Ĵ3, assume la forma diagonaleJ3 = 0BBB� j j � 1 : : : : : : �j
1CCCA (14)Per srivere le matrii J1 e J2 onviene dapprima srivere J+, on soli elementi non nulli(J+)i;i+1 alolabili mediante la (1.8)J+ = 0BBB� 0 �0 �0 : : : �0

1CCCA (15)La matrie J� �e sempliemente la matrie aggiunta di J+. Le matrii J1 e J2 sono ottenuteon le formule J1 = 12(J+ + J�) ; J2 = 12i (J+ � J�) (16)Consideriamo alune rappresentazioni di bassa dimensione.La rappresentazione j = 0 �e banale; lo spazio di Hilbert �e monodimensionale, identi�abileon C, e gli operatori di momento angolare oinidono on l'operatore nullo.La rappresentazione j = 1=2 �e realizzata mediante matrii 2 � 2 omplesse, he agisonosullo spazio C2. Nella base degli autovettori dell'operatore Ĵ3, ordinata nella suessionej1=2; 1=2i, j1=2;�1=2i, la matrie rappresentativa di Ĵ3 �e diagonale e oinide on la ma-trie �3 �3 = 12 � 1 00 �1� (17a)L'unio elemento diverso da zero della matrie J+ �e (J+)12 = h1=2; 1=2jĴ+j1=2;�1=2i = 1,pertanto: J+ = � 0 10 0� J� = � 0 01 0� (17b)da ui, mediante le (1.16), ostruiso le altre due matrii di momento angolare�1 = 12 � 0 11 0� �2 = 12 � 0 �ii 0 � (17)Si sono ritrovate la matrii �k = 1=2�k, dove �1, �2 e �3 sono le matrii di Pauli. Essesono la base lineare dell'algebra di Lie su(2) e generano il gruppo unitario SU(2), di ui40



si �e ampiamente trattato. La rappresentazione non banale j = 1=2 �e la pi�u semplie, eviene detta "rappresentazione fondamentale" delle relazioni di ommutazione del momentoangolare (1).La rappresentazione irriduibile j = 1 si realizza nello spazio C3. Nella rappresentazioneastratta, la base ordinata di autovettori di Ĵ3 �e: j1; 1i, j1; 0i e j1;�1i. In questa base, larappresentazione matriiale di Ĵ+ rihiede il alolo dei soli elementi di matrie:(J+)12 = h1; 1jĴ+j1; 0i = p2 ; (J+)23 = h1; 0jĴ+j1;�1i = p2La matrie J� �e ottenuta sempliemente faendo il oniugato Hermitiano di J+J+ = 0� 0 p2 00 0 p20 0 0 1A J� = 0� 0 0 0p2 0 00 p2 01A (18a)Si ottengono immediatamente le tre matrii di momento angolareJ1 = 12 0� 0 p2 0p2 0 p20 p2 0 1A J2 = 12i 0� 0 p2 0�p2 0 p20 �p2 0 1A J3 = 0� 1 0 00 0 00 0 �11A (18b)Il gruppo unitario da queste generato forma una rappresentazione del gruppo SU(2) me-diante matrii 3� 3, parametrizzate da un angolo e da un versore. L'espliita ostruzionedelle matrii pu�o e�ettuarsi mediante la formula di Cayley Hamilton:e�i�n�J = aI + b(n � J) + (n � J)2Poih�e gli autovalori di n � J sono 1, 0, e �1, i oeÆienti a, b e  sono soluzioni delsistema he si ottiene appliando al preedente sviluppo i rispettivi autovettori di (n � J):e�i� = a� b+ , 1 = a. Oltre ai oeÆienti a = 1, b = �i sin� e  = os�� 1, si devonoalolare espliitamente le matrii (n � J) e (n � J)2.La rappresentazione j = 1 di SU(2), �e strettamente legata al gruppo di matrii di SO(3).Dato un vettore reale v per il gruppo delle rotazioni, a questo si assoia il vettore omplessou (la "rappresentazione sferia" del vettore v)u = 0� 1p2 (v1 + iv2)v31p2 (v1 � iv2)1A = V v; V = 0� 1=p2 i=p2 00 0 11=p2 �i=p2 01A (19)La matrie V �e unitaria: V yV = I. A seguito di una rotazione v0 = Rv, il vettore omplessou si trasforma in u0 = V RV yu, dove la matrie U(R) = V RV y �e unitaria. Passando allarappresentazione esponenziale:R = e�n�A; U(R) = e�i�n�Jsi ha l'identi�azione dei generatori della rappresentazione sferia: Ji = iV AiV y, heoinidono on quelli della rappresentazione unitaria j = 1.41



Rappresentazioni irriduibili di SU(2) su polinomi.(*)In diverse appliazioni �e utile una rappresentazione irriduibile dell'algebra di SU(2) me-diante operatori di�erenziali. Un esempio �e rappresentato da equazioni di�erenziali "quasiintegrabili", aratterizzate da operatori di�erenziali rionduibili a ombinazioni di gen-eratori di SU(2), per i quali parte dello spettro �e ottenibile esattamente on tenihealgebrihe.Si onsiderino i polinomi p(z) nella variabile omplessa z di grado non superiore a 2j. Imonomi zm+j , �j � m � j, formano una base, in ui l'operatore di derivazione rispettoa z abbassa il grado di una unit�a e annulla il monomio di grado zero. Essi sono inoltreuna base di autovettori per l'operatore he deriva e moltiplia per z. Con questa idea,si ostruise la seguente rappresentazione irriduibile di dimensione 2j + 1 dell'algebra diSU(2): �3 = z ddz � j; �� = ddz ; �+ = 2jz � z2 ddz (20)Gli operatori sono de�niti sullo spazio di Hilbert di polinomi di grado non superiore a 2j,on prodotto interno: hpjqi = 2j + 1� Z d2z(1 + jzj2)�2(j+1)p(z)�q(z) (21)dove d2z = d(Rez)d(Imz). Rispetto a questo prodotto interno l'operatore �3 �e autoag-giunto e �y+ = ��. La base ortonormale di autovettori di �3 �e data dai monomium(z) = � 2jj +m�1=2 zj+m (22)A partire da �� si ottengono gli operatori�1 = 12(1� z2) ddz + jz ; �2 = 12(1� iz2) ddz + ijz (23)Bibliogra�a: [1℄ Perelomov, "Coherent States", Springer-Verlag; [2℄ B.L.Burrows, M.Cohenand T.Feldmann: "A Lie algebrai study of some Shr�odinger equations", J. Math. Phys.35 (1994) 5572.Regole di selezione (*)Il arattere salare o vettoriale di un operatore omporta dei vinoli molto forti sui suoielementi di matrie in una base di autovettori omuni a Ĵ2 e Ĵ3. Indihiamo i vettori ditale base on i simboli jj;m; �i, dove � �e un indie di degenerazione:Ĵ2jj;m; �i = j(j + 1)jj;m; �i; Ĵ3jj;m; �i = mjj;m; �i (24)I vinoli, noti ome "regole di selezione", esprimono delle ondizioni neessarie perh�el'elemento di matrie hj0;m0; �0j : : : jj;m; �i sia diverso da zero, attraverso relazioni tra inumeri j0;m0 e j;m. 42



Per un operatore salare le relazioni [Ĵ2; Â℄ = 0 e [Ĵ3; Â℄ = 0 fornisono immediatamente:(j � j0)hj0;m0; �0jÂjj;m; �i = 0; (m�m0)hj0;m0; �0jÂjj;m; �i = 0 (25)valgono pertanto le regole di selezione �j = 0, �m = 0.Per un operatore vettoriale, le regole di selezione sui numeri m0 ed m si ottengonofailmente a partire dalle relazioni[Ĵ3; Â3℄ = 0; [Ĵ3; Â�℄ = �Â�; Â� = Â1 � iÂ2 (26)Prendendo gli elementi di matrie si perviene a:(m0 �m)hj0;m0; �0jÂ3jj;m; �i = 0; (m0 �m� 1)hj0;m0; �0jÂ�jj;m; �i = 0e quindi alle regole di selezione �m = 0 per la omponente he ommuta on Ĵ3, e �m =�1 per le altre due omponenti.La deduzione di una regola di selezione per i numeri j e j0 �e pi�u ompliata. Si dimostrala relazione generale [Ĵ2; [Ĵ2; Âi℄℄ = 2Ĵ2Âi + 2ÂiĴ2 � 4(Â � Ĵ)Ĵi (27)Prendendo gli elementi di matrie si ottiene:f[j(j+1)�j0(j0+1)℄2�2[j(j+1)+j0(j0+1)℄ghj0m0�0jÂ`jjm�i = �4hj0m0�0jĴ`(Â�Ĵ)jjm�iSe j 6= j0 il seondo membro �e nullo, pertanto l'elemento di matrie dell'operatore Â` non�e neessariamente nullo se [j(j+1)� j0(j0+1)℄2�2[j(j+1)+ j0(j0+1)℄ = 0, on soluzionejj � j0j = 1. Se j = j0, osservando he gli elementi di matrie dell'operatore salare Â � Ĵnon dipendono da m e m0, si ha:j(j + 1)hjm0�0jÂ`jjm�i =X�00 hjm0�0jĴ`jjm�00ih�00jjÂ � Ĵ jj�i (28)Complessivamente, per gli elementi di matrie in una base di autovettori omuni a Ĵ2 e Ĵ3di una terna vettoriale valgono le regole di selezione�m = 0;�1 �j = 0;�1 (29)Regole di selezione possono pi�u in generale essere individuate per "operatori tensorialiirriduibili", he sotto l'azione del gruppo delle rotazioni si trasformano seondo rappre-sentazioni irriduibili di SU(2). Per questi operatori vale il teorema di Wigner-Ekart, peril quale �e opportuno premettere la trattazione della somma di momenti angolari.
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OPERATORI TENSORIALI (*)La Rappresentazione AggiuntaA partire dalla rappresentazione unitaria Û(R) del gruppo delle rotazioni sui vettori dellospazio di Hilbert H, si ostruise, ome gi�a illustrato nella premessa al x2, la rappre-sentazione aggiunta sugli operatori lineari su H. Ad ogni rotazione R orrisponde latrasformazione Ĥ ! ĤR, dove: ĤR = Û(R)yĤÛ(R) (1)Gli operatori Ĥ e ĤR hanno il medesimo spettro e, se il primo �e autoaggiunto o �e unproiettore o un operatore unitario, anhe il trasformato lo �e. Si dimostra la propriet�a[Â; B̂℄R = [ÂR; B̂R℄ (2)per ui le regole di ommutazione aratteristihe delle osservabili, quali il momento lineareo angolare, non dipendono dal sistema di riferimento.La rappresentazione sugli operatori �e unitaria quando sia ristretta allo spazio di operatoridi Hilbert-Shmidt, HS(H), on prodotto interno(Ĥ1; Ĥ2) = Tr(Ĥy1Ĥ2) (3)Tale spazio �e ostituito dagli operatori lineari limitati Ĥ per i quali esiste �nita la quantit�aTr(HyH). Introdotta una base ortonormale f�ig inH, all'operatore Ĥ si assoia la matrieHij = h�ijĤ�ji; la traia di un operatore �e la traia della matrie orrispondente, e hale stesse propriet�a formali (per dettagli si onsulti il gi�a itato Reed Simon).I generatori della rappresentazione aggiunta sono i super-operatoriJk = [Ĵk; �℄ (4)per i quali si veri�ano le regole di ommutazione del momento angolare, utilizzando lapropriet�a di Jaobi: [Ji;Jj℄ = iXk �ijkJk (6)I super-operatori sono autoaggiunti rispetto al prodotto interno di Hilbert-Shmidt:([Ĵk; Â℄; B̂) = (Â; [Ĵk; B̂℄).Si ostruise inoltre il super-operatore J 2 = J 21 + J 22 + J 23 , on azioneJ 2(Ĥ) = Ĵ2Ĥ + ĤĴ2 � 2Xk ĴkĤĴk (7)Per un operatore salare:J 2(Ĥ) = 0; J3(Ĥ) = 0; J�(Ĥ) = 0 (8)44



Per un operatore vettoriale (si veda l'eserizio 4 nel par. 2):J 2(Âi) = 2Âi; Ji(Âj) = iXk �ijkÂk (9)Abbiamo studiato per queste due ategorie di operatori delle importanti regole di selezione.Esse possono essere estese a "operatori tensoriali irriduibili", he sotto l'azione del gruppodelle rotazioni si trasformano seondo rappresentazioni irriduibili di SU(2).Operatori tensorialiUn operatore tensoriale (per il gruppo delle rotazioni) �e, in generale, un operatore arat-terizzato da indii he, sotto l'azione del gruppo delle rotazioni, si trasforma ome untensore: Û(R)yT̂i1:::inÛ(R) = Xj1:::jnRi1j1 : : :Rinjn T̂j1:::jn (10)Questa legge omporta he, per qualsiasi oppia di vettori in H, il prodotto internoh jT̂i1:::in�i �e un tensore di rango n per il gruppo delle rotazioni. Passando al sistemadi riferimento ruotato gli elementi  e � si trasformano seondo l'operatore unitario Û(R),e per la (10) si ha la relazione tra gli elementi di matrie nei due riferimenti:h jT̂i1:::in�iR = Xj1:::jnRi1j1 : : :Rinjnh jT̂j1:::jn�i (11)Abbiamo gi�a onsiderato i asi importanti di operatore salare e operatore vettoriale. Lalegge di trasformazione tensoriale on due o pi�u indii non �e in generale desritta da unarappresentazione irriduibile del gruppo delle rotazioni. Il tensore pu�o essere sompostonella somma di tensori pi�u semplii, iasuno dei quali pu�o essere organizzato in un vettorehe si trasforma seondo una rappresentazione irriduibile del gruppo.Siamo ondotti alla de�nizione di operatore tensoriale irriduibile di rango s: essoonsiste di un vettore T̂ s di 2s+1 omponenti T̂ (s;m), m = �s : : : s, he sotto l'azione diuna rotazione R, si trasforma seondo la matrie unitaria della rappresentazione irriduibiledi indie s del gruppo delle rotazioni:Û(R)yT̂ (s;m)Û(R) = sXk=�sDsm;k(R)T̂ (s; k) (12)Passando ai generatori delle rappresentazioni, si ha la aratterizzazione equivalente:J3T̂ (s;m) = mT̂ (s;m) (13a)J�T̂ (s;m) = p(s�m)(s�m+ 1) T̂ (s;m� 1) (13b)Come onseguenza: J 2T̂ (s;m) = s(s+ 1) T̂ (s;m) (13)45



Il aso di operatore salare orrisponde a s = 0. Gli operatori vettoriali sono operatoritensoriali irriduibili di rango 1: se Â �e una terna vettoriale di operatori, si ostruise ilvettore Â(1;m) di omponenti (si riorda la rappresentazione sferia di un vettore)Â(1; 0) = Â3 ; Â(1;�1) = 1p2(Â1 � iÂ2) (14)he si trasforma seondo la rappresentazione unitaria irriduibile s = 1.Esaminiamo in dettaglio il aso di un operatore tensoriale a due indii, per il quale larelazione (10), sritta in termini di generatori �e:[Ĵi; T̂jk℄ = iX̀(�ij`T̂`k � �i`kT̂j`) (15)Un tensore a due indii �e somponibile nella somma di tre tensori, antisimmetrio, multiplodell'identit�a, simmetrio a traia nulla, he sono in sottospazi di dimensione rispettiva-mente 3, 1, 5, invarianti per l'azione del gruppo delle rotazioni e sui quali l'azione delgruppo �e data dalle rappresentazioni unitarie irriduibili j = 1, j = 0 e j = 2.La somposizione �e la seguente: T̂ij = Âij + Ŝij + t̂Æij (16a)Âij = 12(T̂ij � T̂ji) ; t̂ = 13(T̂11 + T̂22 + T̂33) ; Ŝij = 12(T̂ij + T̂ji)� t̂Æij (16b)A partire dai tensori Âij e Ŝij si ostruisono i vettori Â(1;m) e Ŝ(2;m) di tre e inqueomponenti Â(1) = 0� Â13 + Â23Â12Â13 � Â231A Ŝ(2) = 0BBB� 2Ŝ12 + Ŝ11 � Ŝ22Ŝ13 + Ŝ23Ŝ33Ŝ13 � Ŝ232Ŝ12 � Ŝ11 + Ŝ22
1CCCA (18)I tre vettori Â(1), Ŝ(2) e t̂ sono operatori tensoriali di rango 1,2,0.Le regole di selezione per gli operatori tensoriali saranno disusse suessivamente allateoria della somma di momenti angolari.
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x7 LE FUNZIONI ARMONICHE SFERICHERitorniamo alla rappresentazione unitaria del gruppo delle rotazioni nello spazio diHilbert L2(R3). La propriet�a delle rotazioni di non modi�are il modulo r del vettore x,rende onveniente il passaggio a oordinate sferihe r � 0, 0 � � � �, 0 � � < 2�:x1 = r sin � os� ; x2 = r sin � sin� ; x3 = r os � (1)Le espressioni degli operatori di momento angolare sono (�h = 1):L̂2 = � 1sin � ��� �sin � ����� 1sin2 � �2��2 (2a)L̂� = e�i� �� ��� + i otg� ���� (2b)L̂3 = �i ��� (2)L'espressione del generatore delle rotazioni attorno all'asse 3 �e prevedibile, in quanto generatraslazioni nella variabile azimutale �. I generatori risultano agire sulle sole oordinateangolari, mentre la oordinata r �e irrilevante. In ragione di i�o, gli stessi operatori, vengonoora studiati nello spazio di Hilbert L2(
), dove 
 �e l'angolo solido. Esso �e omposto difunzioni f(�; �) per le quali ha valore �nito la norma Hilbertiana risultante dal seguenteprodotto interno (f jg) = Z 2�0 d� Z �0 sin �d�f(�; �)�g(�; �) (3)In base ai risultati della teoria generale, lo spazio di Hilbert L2(
) risulta deomponibilenella somma ortogonale di sottospazi invarianti su iasuno dei quali gli operatori L̂i op-erano irriduibilmente. In iasun sottospazio l'operatore L̂2 opera moltipliativamenteper il fattore `(`+ 1), e L̂3 possiede una base di 2`+ 1 autofunzioni on autovalori m hevariano tra �` e `, onnesse dall'appliazione degli operatori L̂�.Le autofunzioni omuni a L̂2 e L̂3 sono le funzioni armonihe sferiheL̂2Y`m = `(`+ 1)Y`m (4a)L̂3Y`m = mY`m (4b)Fissato `, le autofunzioni Y`;m, on m = `; ` � 1; : : : ;�`, sono una base per l'autospazioS`. Essendo selte normalizzate, si srive:Z 2�0 d� Z �0 sin �d�Y �̀0m0(�; �)Y`m(�; �) = Æ`0;`Æm0;m (5)L'equazione (4b) implia he le funzioni armonihe sferihe hanno la strutturaY`;m(�; �) = �`;m(�) 1p2�eim� (6)47



La rihiesta di ontinuit�a della funzione nel punto � = 0, da identi�arsi on � = 2�,implia he l'autovalore m �e un intero, e quindi anhe ` pu�o solo assumere valori interi. Lefunzioni um(�) = 1p2�eim� ; m = 0;�1;�2; : : : (7)formano un sistema ortonormale ompleto nello spazio L2(0; 2�):Z 2�0 d�um(�)�un(�) = Æm;n 12� 1Xm=�1 eim(���0) = Æ(�� �0) (8)Inserendo la forma generale (6) nell'equazione (4a) si ottiene� 1sin � ��� �sin � ��`;m�� �+ m2sin2 ��`;m = `(`+ 1)�`;m (9)Faremo uso dei risultati della teoria generale del momento angolare per determinare lastruttura delle funzioni armonihe sferihe. Dato he ` �e un numero intero, in ogni sot-tospazio S` �e presente una autofunzione on m = 0. Utilizzando gli operatori di innalza-mento ed abbassamento si ottengono i rimanenti autostati:Y`;m =s(`�m)!(`+m)! (L̂+)mY`;0 (10a)Y`;�m =s (`�m)!(`+m)! (L̂�)mY`;0 (10b)La riera della forma delle armonihe sferihe mediante le eq. (10) rihiede il alolo diY`;0. Si deve pertanto determinare l'autofunzione �`;0, soluzione dell'equazione (9) onm = 0. Ponendo � = os � si ottiene l'equazione�(1� �2) �2��2 � 2� ��� + `(`+ 1)��`;0(�) = 0 (11)Si riera la soluzione nella forma di uno sviluppo in serie nell'origine, ottenendo unarelazione di riorrenza per i oeÆienti�`;0(�) =Xs s�s ; s+2 = s(s+ 1)� `(`+ 1)(s+ 1)(s+ 2) sEssa omporta automatiamente `+2 = 0. Per garantire la regolarit�a della soluzionenei punti �1 bisogna segliere le ostanti arbitrarie 0 e 1 in modo da assiurare he lasoluzione sia un polinomio. Diversamente la serie risulta divergente nei punti � = �1.Pertanto, se ` �e pari, si pone 0 6= 0 e 1 = 0; se ` �e dispari si pone 0 = 0 e 1 6= 0. In48



entrambi i asi si ottiene un polinomio di grado ` on parit�a de�nita. A meno di un fattorenumerio `, il polinomio �e un polinomio di Legendre: �`;0(�) = `P`(�).I polinomi di Legendre oinidono on il sistema di funzioni ottenute ortogonalizzando inL2(�1; 1) i monomi 1; �; : : : ; �n; : : :, he evidentemente formano una base, e normalizzandolion la ondizione P`(1) = 1. I polinomi di grado pi�u basso sono:P0(�) = 1 P1(�) = � P2(�) = 12(3�2 � 1) P3(�) = 12(5�3 � 3�)La relazione di ortogonalit�a in L2(�1; 1) si sriveZ 1�1 d�Pm(�)Pn(�) = 22n+ 1Æm;n (12)In onlusione siamo pervenuti all'espressione normalizzataY`;0(�; �) =r2`+ 14� P`(os �) (13)Mediante l'appliazione suessiva dell'operatore di innalzamento si possono ora ostruirele armonihe sferihe Y`;m on m > 0, date dalla (10a). Si alola:�ei� � ��� + iotg� �����m P`(os �) == eim� � dd� � (m� 1)otg��� dd� � (m� 2)otg�� : : :� dd� � otg�� dd�P`(os �) == eim� �sinm�1 � dd� 1sinm�1 �� : : :�sin � dd� 1sin �� dd�P`(os �) == eim� sinm �� 1sin � dd��m P`(os �)Si introduono le funzioni assoiate di Legendre, legate ai polinomi di Legendre dallarelazione P m̀(�) = (�1)m(1� �2)m=2 dmd�mP`(�) (14)Le funzioni assoiate di Legendre sono soluzioni dell'equazione di�erenziale (20), risrittanella variabile � = os �(1� �2) d2d�2P m̀(�)� 2� dd�P m̀(�)� m21� �2P m̀(�) + `(`+ 1)P m̀(�) = 0 (15)e, per m �sso, sono un sistema ortogonale ompleto di funzioni in L2(�1; 1). La funzionearmonia sferia per m � 0 �e pertanto determinata:Y`;m(�; �) =s(2`+ 1)4� (`�m)!(`+m)!P m̀(os �)eim�49



Per le armonihe sferihe Y`;�m si proede ome indiato dall'equazione (10b). In modoanalogo al alolo preedente:�e�i� �� ��� + iotg� �����m P`(os �) = (�1)me�im� sinm �� 1sin � dd��m P`(os �)In questo aso sopravvive un fattore (�1)m:Y`;�m(�; �) = (�1)ms (2`+ 1)4� (`�m)!(`+m)!P m̀(os �)eim�I due risultati possono essere riuniti in un'unia formula:Y`;m(�; �) = (�1)(jmj�m)=2s (2`+ 1)4� (`� jmj)!(`+ jmj)!P jmj` (os �)eim� (16)Si riporta l'importante propriet�a di parit�aY`;m(� � �; � + �) = (�1)`Y`;m(�; �) (17)Si elenano le armonihe sferihe on ` = 0; 1:Y0;0(�; �) = 1p4� Y1;0(�; �) =r 34� os � Y1;�1(�; �) = �r 38� sin �e�i�
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x8. RICHIAMI DI ALGEBRA LINEAREIn questa appendie sono raolti diversi risultati di utilit�a generale della teoria dellematrii: il polinomio aratteristio e il teorema di Cayley Hamilton, la traia, il ommu-tatore di matrii, l'esponenziale e la formula di Baker-Campbell-Hausdor�.De�niamo la notazione: data una matrie M , in generale a elementi omplessi, si indiaon: M t la matrie trasposta: (M t)ij = Mji; on M� la oniugazione omplessa di M :(M�)ij = (Mij)�; on My la oniugazione Hermitiana di M : My = (M t)�. Se la matrie�e invertibile, si india on M�1 la matrie inversa e on M  = (M t)�1 la matrie ontro-gradiente. Le varie operazioni he a M assoiano M t, M�, My, M�1 e M  ommutano esono involutive, io�e iterate due volte fornisono M .Il polinomio aratteristio di una matrieData una generia matrie reale o omplessa, di ordine n, l'equazione in CnMu = �u (1)ha soluzioni non banali u(k), k = 1 : : : n in orrispondenza degli n zeri, gli autovalorif�1; : : : ; �ng, del polinomio aratteristio della matrie:det(�I �M) = �n + p1�n�1 + p2�n�2 + : : :+ pn = nYk=1(�� �k) (2)Dallo sviluppo del determinante si ottengono le espressioni dei oeÆienti pi del polinomioaratteristio in termini degli elementi di matrie; gli stessi oeÆienti sono anhe ot-tenuti dallo sviluppo del prodotto he oinvolge gli autovalori. In partiolare si trovano leimportanti relazioni:p1 = � nXi=1Mii = nXi=1 �i; pn = (�1)n detM = (�1)n nYi=1�i (3)Come onseguenza della propriet�a det(AB) = detA detB, il polinomio aratteristio �einvariante per trasformazioni di similitudine M ! GMG�1, dove G �e una arbitrariamatrie invertibile; i oeÆienti pi del polinomio e gli autovalori sono pertanto quantit�ainvarianti.Per una generia matrie vale l'importante teorema di Cayley-Hamilton he asserisehe la matrie stessa annulla il suo polinomio aratteristio:Mn + p1Mn�1 + : : :+ pn = 0 (4)Una onseguenza del teorema �e he una funzione della matrie f(M) �e sempre rionduibilea un polinomio di grado n� 1:f(M) = f0I + f1M + : : :+ fn�1Mn�1 (5)51



I oeÆienti possono essere determinati failmente osservando he f(M) ha gli stessi au-tovettori u(i) di M , on autovalori f(�i). Appliando le due espressioni per f agli autovet-tori di M si perviene al sistema linearef(�i) = f0 + f1�i + : : :+ fn�1�n�1i i = 1 : : : n (6)he, sritta in forma matriiale,0B� 1 �1 : : : �n�111 �2 : : : �n�12: : : : : : : : : : : :1 �n : : : �n�1n 1CA0B� f0f1fn�11CA = 0B� f(�1)f(�2)f(�n)1CAoinvolge una matrie di oeÆienti nota ome matrie di Vandermonde. L'espressione deldeterminante �e Qi>j(�i � �j).Fattorizzazione spettrale di una matrie. Si introduono la matrie U , le uiolonne sono gli autovettori normalizzati in Cn diM , e la matrie diagonale degli autovalori�: Uik = u(k)i ; �ij = �iÆijl'equazione (1) si srive MU = U� e, se detU 6= 0, si ottiene la fattorizzazione spettraledella matrie M = U�U�1 (7)Se la matrieM �e reale simmetria o Hermitiana, si dimostra failmente he gli autovalori�i sono reali e gli autovettori, rispettivamente in Rn e Cn, orrispondenti ad autovaloridiversi sono ortogonali.Dim.: siano u1 e u2 due autovettori della matrie Hermitiana H = Hy, orrispondentiagli autovalori �1 e �2. Utlizzando il prodotto salare in Cn: ��2hu2ju1i = hHu2ju1i =hu2jHu1i = �1hu2ju1i. Pertanto: (��2 � �1)hu2ju1i = 0 da ui segue he autovettoriorrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali; se invee u1 = u2, si ottiene he��1 = �1.Quando due o pi�u autovalori oinidono, esiste arbitrariet�a nella ostruzione degli autovet-tori, he possono tuttavia essere selti normalizzati e ortogonali. Queste propriet�a om-portano he la matrie U degli autovettori di una matrie reale simmetria o omplessaHermitiana, siano rispettivamente ortogonale (U tU = I) o unitaria (UyU = I).Traia di una matrieE' utile introdurre la nozione di Traia di una matrieTr(M) = nXi=1Mii (8)L'operazione di traia �e lineare e si dimostra failmente la "propriet�a ilia":Tr(M1M2) = Tr(M2M1). In presenza di p�u fattori: Tr(M1M2 : : :Mr�1Mr) =52



Tr(M2M3 : : :MrM1) et. Dalla propriet�a ilia disende he la traia di una matrie�e invariante per trasformazioni di similitudine:Tr(GMG�1) = Tr(M) (9)Per la preedente disussione sul polinomio aratteristio, la traia di una matrie oinideon la somma dei suoi autovalori; in generale:Tr(Mk) = nXi=1 �ki (10)Esse valgono per ogni k, ma solo le relazioni per k � n sono indipendenti e fornisonon quantit�a invarianti per trasformazioni di similitudine della matrie M , alternative aioeÆienti pk.Commutatore di matriiNell'algebra delle matrii quadrate n� n si de�nise il ommutatore di due matrii:[M1;M2℄ =M1M2 �M2M1 (11)Oltre alle evidenti propriet�a di bilinearit�a e antisimmetria valgono l'identit�a di Jaobi:[[M1;M2℄;M3℄ + [[M3;M1℄;M2℄ + [[M2;M3℄;M1℄ = 0 (12)e la propriet�a distributiva rispetto al prodotto[M1M2;M3℄ =M1[M2;M3℄ + [M1;M3℄M2 (13)Se, per una �ssata matrie Q, si introdue l'operatore DQ : M ! [M;Q℄, si veri-�a he le propriet�a preedentemente enuniate aratterizzano l'operatore DQ ome una"derivazione". Per l'identit�a di Jaobi, l'azione suessiva di due derivazioni non dipendedal loro ordine se le matrii assoiate ommutano.Una utile e ovvia osservazione �e he la traia di un ommutatore �e sempre nulla. Anora,si dimostra immediatamente la propriet�aG�1[M;Q℄G = [G�1MG;G�1QG℄ (14)da ui onsegue he, se due matrii ommutano e almeno una delle due ha spettro nondegenere, le due matrii hanno in omune l'insieme di autovettori.Dim.: sia Q = GKG�1, dove G �e la matrie degli autovettori eK la matrie diagonale degliautovalori fk1 : : : kng di Q. Per la (14), [M;Q℄ = 0 se e solo se [G�1MG;K℄ = 0. Srivendoespliitamente le omponenti del ommutatore, dove per brevit�a si pone M 0 = G�1MG:0 = [M 0; K℄ij =M 0ij(ki � kj), da ui segue M 0ij = 0 se ki 6= kj .Se K ha tutti gli elementi diagonali diversi, anhe G�1MG �e diagonale e oinide on lamatrie degli autovalori di M , on autovettori dati dalle olonne di G.53



In generale, se K ha autovalori k1 ripetuto �1 volte, : : : kr ripetuto �r volte (�1+ : : :+�r =n), la matrie M 0 ha struttura diagonale a blohi quadrati, di dimensioni �1; : : : ; �r.Diagonalizzando indipendentemente iasun bloo si ostruisono le espliite ombinazionilineari di autovettori di Q on stesso autovalore k, he sono anhe autovettori di M .Esponenziale di una matrieUna funzione molto importante �e l'esponenziale di una matrie M . Essa �e una matriedella stessa dimensione di M de�nita dalla serieeM = 1Xk=0 1k!Mk (15)he �e sempre onvergente. Infatti, sia � = maxij jMij j; si veri�a failmente he j(Mk)ij j �(1=N)(N�)k, pertanto j(expM)ij j � (1=N) exp(N�).Ai �ni pratii del alolo, i si riondue al alolo di un polinomio �nito, ome gi�a illus-trato, oppure si utilizza la rappresentazione spettrale expM = U(exp�)U�1, dove exp��e la matrie diagonale degli autovalori exp�i e U �e la matrie degli autovettori di M . Inpartiolare, �e di immediata veri�a l'importante relazionedet eM = eTrM (16)Una propriet�a della mappa esponenziale �e la seguente, dimostrabile attraverso lade�nizione, valida per ogni matrie G invertibileeGMG�1 = GeMG�1 (17)Per il prodotto di due matrii esponenziali vale l'importante formula di Baker-Campbell-Hausdor�, di ui si omette la dimostrazione:eM1eM2 = eM1+M2+ 12 [M1;M2℄+ 112 ([M1;[M1;M2℄℄+[M2;[M2;M1℄℄)+::: (18)Se gli elementi di matrie sono molto minori di uno, la formula pu�o essere tronata. Iltronamento diventa esatto in una gerarhia di situazioni; quelle pi�u semplii sono:1) [M1;M2℄ = 0 allora exp(M1) exp(M2) = exp(M1 +M2)2) [M1;M2℄ 6= 0 ma [M1;M2℄ ommuta on M1 e M2 allora:exp(M1) exp(M2) = exp(M1 +M2 + 12 [M1;M2℄)Algebra di LieLe matrii reali antisimmetrihe oppure le matrii Hermitiane formano spazi lineari hiusirispetto all'operazione binaria di ommutatore di matrii (nel seondo aso il ommutatoreva moltipliato per l'unit�a immaginaria). Essi sono due esempi di algebre di Lie, rilevantiper i gruppi SO(N) e U(N).Uno spazio lineare A su R o C ostituise un'Algebra di Lie se �e hiuso rispetto ad unaoperazione binaria, il prodotto di Lie a1; a2 ! a1 � a2, on le propriet�a(�a1 + a2) � a3 = �(a1 � a3) + (a2 � a3) a1 � (�a2 + a3) = �(a1 � a2) + (a1 � a3) (19a)54



a � a = 0 8a 2 A (19b)(a1 � a2) � a3 + (a2 � a3) � a1 + (a3 � a1) � a2 = 0 (19)L'ultima relazione e' nota ome identit�a di Jaobi. Le prime due propriet�a implianol'antisimmetria (basta svolgere 0 = (a1 + a2) � (a1 + a2)):a1 � a2 = �a2 � a1 (20)Sia ora t1; t2; : : : tn una base lineare in A. Sviluppando nella base il prodotto di Lie tradue elementi della base ti � tj =Xk fijktk (21)si ottengono le "ostanti di struttura" dell'algebra di Lie relativamente alla base ftig. Lepropriet�a generali del prodotto di Lie impliano le seguenti sulle ostanti di struttura:fiik = 0; fijk = �fjik; Xk (fijkfkrm + fjrkfkmi + frmkfkij) = 0 (22)

55



Appendie: I polinomi di Legendre.Lo studio delle propriet�a dei polinomi di Legendre pu�o onvenientemente partire dallosviluppo della funzione generatrie, rilevante nello studio delle funzioni armonihe:1p1 + t2 � 2t� = 1X̀=0 t`P`(�) (A:1)valida per jtj < 1 e j�j � 1. Da questa relazione risulta he P`(�) �e un polinomio di grado` in �. Per � = 1 si deve ottenere a destra la serie geometria, per ui P`(1) = 1. Ilambiamento � ! �� �e equivalente a porre t ! �t, pertanto P`(��) = (�1)`P`(�): ipolinomi hanno la stessa parit�a di `.Derivando la relazione (A.1) rispetto a t si ottiene:(� � t) 1X̀=0 t`P`(�) = (1 + t2 � 2t�) 1X̀=0 `t`�1P`(�)Uguagliando i oeÆienti di uguali potenze di t si ottiene la relazione di riorrenza(1 + 2`)�P`(�) = (`+ 1)P`+1(�) + `P`�1(�) (A:2)da ui, per derivazione rispetto a �,(`+ 1)P 0̀(�) + `P 0̀(�) = (1 + 2`)P`(�) + (1 + 2`)�P 0̀(�)Derivando invee la (A.1) rispetto a �, on lo stesso proedimento usato per ottenere la(A.2) si perviene a: P 0̀+1(�) + P 0̀�1(�) = P`(�) + 2�P 0̀(�)Questa relazione e la preedente, eliminando la derivata del polinomio di grado `, for-nisono: P 0̀+1(�)� P 0̀�1(�) = (1 + 2`)P`(�) (A:3)Dimostriamo ora he i polinomi sono ortogonali in L2(�1; 1):Z 1�1 d�P`(�)Pm(�) = h`Æ`m h` = 22`+ 1 (A:4)Utilizzando la funzione generatrie si alola:1X̀=0 1Xm=0 t`sm Z 1�1 d�P`(�)Pm(�) = Z 1�1 d� 1p1 + t2 � 2t� 1p1 + s2 � 2s� = 1pst ln 1 +pst1�pstAÆnh�e il termine a sinistra sia solo funzione di st, l'integrale deve essere nullo per ` 6= m.Per valutare la ostante h`, si pone ` = m e x = pst:1X̀=0 x2`h` = 1x ln 1 + x1� x = 1X̀=0 22`+ 1x2`56



I polinomi di Legendre si ottengono ortogonalizzando in L2(�1; 1) la base f�ng on laondizione P`(1) = 1.Otteniamo ora una equazione di�erenziale per i polinomi. L'equazione di Laplae �2u = 0�e risolta dalla funzione armonia1jx� x0j = 1pr2 + r20 � 2r � r0 = 8<: 1rP1̀=0 � r0r �` P`(�) r > r01r0 P1̀=0 � rr0�` P`(�) r < r0 (A:5)dove r = jxj, r0 = jx0j e � �e il oseno dell'angolo tra i vettori x e x0.Se (�; �) e (�0; �0) sono gli angoli he individuano le direzioni dei vettori r e r0, per laformula dei triangoli sferii si ha:� = os � os �0 + sin � sin �0 os(�� �0)Conludiamo he sia r`P`(�) he r�`�1P`(�) sono funzioni armonihe. In partiolare,segliendo r0 lungo l'asse z, si identi�a � = os �. Calolando espliitamente il Laplaianoin oordinate sferihe e ponendo a zero il risultato, si ottiene l'equazione0 = `(`+ 1)P`(�)� 2�P 0̀(�) + (1� �2)P 00` (�) (A:6a)he pu�o essere os��risritta:0 = dd� �(1� �2) dd�P`(�)�+ `(`+ 1)P`(�) (A:6b)Riportiamo in�ne la formula P`(�) = 12``! d`d�` (�2 � 1)` (A:7)
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