
INTRODUZIONE AGLI STATI COERENTILu
a Molinarix1. Introduzione.Gli stati a minima indeterminazione nella posizione X e nel momento P , per i quali larelazione di Heisenberg vale 
ome uguaglianza, �X�P = �h=2, risultano essere autovettoridell'operatore â = 1p2 � 1�X̂ + i��h P̂�dove � �e un arbitrario numero reale positivo. Nella base di X̂ o di P̂ , essi sono rappresentatida stati Gaussiani.L'operatore â e il suo aggiunto ây permettono una trattazione algebri
a astrattadell'os
illatore armoni
o 
he ha una rilevante appli
azione nella des
rizione di se
ondaquantizzazione di sistemi quantisti
i a molte parti
elle identi
he, di spin intero, e nellateoria quantisti
a dei 
ampi.Gli autostati dell'operatore â sono an
he noti 
ol nome di stati 
oerenti. Essi hannosvariate appli
azioni, dai fondamenti della me

ani
a quantisti
a, alla risoluzione di al
uniproblemi 
on potenziali dipendenti dal tempo, la dinami
a in 
ampi magneti
i, l'otti
aquantisti
a, la �si
a dello stato solido e altro an
ora.La parti
olarit�a degli stati 
oerenti di possedere in
ertezza minima, e di 
ostituire unabase di stati lo
alizzati in posizione e momento, li rende una base privilegiata per unaambientazione nello spazio delle fasi della dinami
a quantisti
a .Vi sono pertanto numerose ragioni per uno studio delle propriet�a degli stati 
oerenti, apartire dalle propriet�a algebri
he degli operatori â e ây.Inizieremo 
on lo studio di una singola 
oppia di operatori â e ây. Essi sono de�nitidalla regola di 
ommutazione [â; ây℄ = âây � âyâ = Î (1:1)soddisfatta su un 
omune dominio D, invariante per l'azione dei due operatori, e densoin uno spazio di Hilbert H. E' utile ri
hiedere 
he i due operatori formino una 
oppiairridu
ibile, 
io�e non esistano in H sottoinsiemi invarianti per gli operatori la 
ui 
hiusurasia 
ontenuta propriamente in H.x2. L'operatore Numero.Oltre ai due 
itati operatori si 
ostruis
e su D l'operatore numero N̂ = âyâ. Esso �e positivo:per ogni elemento nel dominio h jN̂ i = jjâ jj2 � 0. In parti
olare, se  �e un autovettore
on autovalore �, risulta � � 0. Valgono le seguenti regole di 
ommutazione:[N̂ ; â℄ = �â ; [N̂ ; ây℄ = ây (2:1)Supponiamo 
he N̂ abbia un autovalore �, 
on autovettore normalizzato 
he in notazione diDira
 rappresentiamo 
ol simbolo j�i; pertanto: N̂ j�i = �j�i. Le relazioni (2.1) impli
ano
he i vettori âj�i e âyj�i sono autovettori di N̂ rispettivamente 
on autovalori ��1 e �+1:N̂ âj�i = â(N̂ � Î)j�i = (�� 1)âj�i1



N̂ âyj�i = ây(N̂ + Î)j�i = (�+ 1)âyj�iI due autovettori non sono normalizzati; le norme al quadrato sono rispettivamente:kâj�ik2 = h�jâyâj�i = � e kâyj�ik2 = h�jââyj�i = h�jâyâ + Îj�i = � + 1. Indi
hiamo
on j�� 1i gli autovettori normalizzati:j�� 1i = 1p�âj�i; j�+ 1i = 1p�+ 1 âyj�iQueste propriet�a giusti�
ano la denominazione di â e ây 
ome operatori di abbassamento edinnalzamento. Nel 
ontesto della teoria di II quantizzazione, essi sono noti 
ome operatoridi distruzione e 
reazione. Osserviamo 
he se l'autovalore � fosse diverso da n = 0; 1; 2 : : :,la su

essiva appli
azione di â allo stato iniziale j�i produrrebbe, ad un 
erta potenza,un autostato di N̂ 
on autovalore negativo. Vi
eversa, per � = m, intero positivo,l'appli
azione iterata dell'operatore di abbassamento produ
e in ultimo un autovettorej0i 
on la propriet�a âj0i = 0 (2:2)Si 
on
lude 
he l'operatore N̂ ha per autovalori tutti gli interi non negativi; esso �e pertantonoto 
ome "operatore numero":̂N jni = njni ; n = 0; 1; 2 : : : (2:3)L'azione degli operatori di abbassamento e di innalzamento sugli autovettori di N̂ �e laseguente: âjni = pnjn� 1i ; âyjni = pn+ 1jn+ 1i (2:4)Come 
onseguenza, gli autovettori jni possono essere generati a partire dallo stato fonda-mentale j0i, detto an
he "stato di vuoto", mediante l'appli
azione di potenze dell'operatoredi innalzamento: jni = 1pn! (ây)nj0i (2:5)La variet�a lineare generata dagli stati jni �e invariante per l'appli
azione degli operatori âe ây; per l'ipotesi di irridu
ibilit�a, la sua 
hiusura deve 
oin
idere 
on l'intero spazio diHilbert. Gli stati jni n = 0; 1; ; : : : formano dunque un sistema ortonormale e 
ompleto inH: 1Xn=0 jnihnj = Î ; hnjmi = Æn;m (2:6)Dalla dis
ussione pre
edente risulta 
he la propriet�a di irridu
ibilit�a 
orrisponde all'esistenzadi un uni
o stato di vuoto.L'estensione a pi�u 
oppie 
ommutanti di operatori âi, âyi , i = 1 : : :m,[âi; âyj℄ = ÎÆij ; [âi; âyj℄ = 0; [âyi ; âyj℄ = 0 (2:7)2



su uno spazio di Hilbert sul quale i 2m operatori 
ostituis
ano un insieme irridu
ibile, �eimmediata. Il vuoto 
omune j�i �e de�nito dalle relazioni âij�i = 0 8i. Gli autostati
omuni agli operatori 
ommutanti N̂i = âyi âiN̂ijn1; n2; : : : nmi = nijn1; n2; : : : nmisono generati a partire dallo stato di vuoto mediante l'appli
azione di potenze degli moperatori di 
reazionejn1; n2 : : : nmi = 1pn1!n2! : : : nm! (ây1)n1(ây2)n2 : : : (âym)nm j�i (2:8)e sono una base ortonormale per lo spazio di Hilbert:Xn1;:::nm jn1; n2 : : : nmihn1; n2 : : : nmj = Îhn1; n2 : : : nmjn01; n02 : : : n0mi = Æn1;n01Æn2;n02 : : : Ænm;n0m (2:9)x3. Gli Stati Coerenti.Oltre alla base jni dell'operatore numero, �e possibile introdurre una base di autovet-tori dell'operatore di abbassamento, noti 
ome "stati 
oerenti", 
on proprieta` assai in-teressanti. Mostriamo espli
itamente 
he per ogni numero 
omplesso z, l'equazione agliautovalori âjzi = zjzi (3:1)ha soluzione in H. Essa viene ri
er
ata attraverso il suo sviluppo nella base dell'operatorenumero: jzi = P 
njni. Per la (3.1) i 
oeÆ
ienti soddisfano la relazione di ri
orrenza
n+1pn+ 1 = z
n, 
on soluzione 
n = 
0zn=pn!. I 
oeÆ
ienti de�nis
ono 
ertamente unelemento in H dal momento 
he Pn j
nj2 = j
0j2 exp jzj2. Lo stato 
oerente normalizzatoha pertanto lo sviluppo: jzi = e� 12 jzj2 1Xn=0 znpn! jni (3:2)Due stati 
oerenti non sono mai ortogonali e hanno prodotto internohzjwi = exp��jzj22 � jwj22 + z�w� (3:3)
he, in modulo, de
ade esponenzialmente 
on jz � wj. Questa 
ir
ostanza, ed il fatto 
hegli stati 
oerenti siano un insieme 
ontinuo di vettori nello spazio di Hilbert, rende po
osorprendente la seguente relazione di "ultra-
ompletezza"1� Z d2zjzihzj = Î (3:4)3



dove d2z = d(Re z)d(Im z). Infatti, per ogni 
oppia j 1i e j 2i, sviluppati nella base jnidell'operatore numero, si ha1� Z d2zh 1jzihzj 2i =Xn;mh 1jnihmj 2iIn;m = h 1j 2i (3:5)dove l'integrale In;m = 1�pn!m! Z d2ze�jz2jz�nzm = Ænm (3:6)�e fa
ilmente 
al
olabile in 
oordinate polari. L'ultra
ompletezza sta a signi�
are 
he la basedegli stati 
oerenti �e ridondante. Essa �e 
ontinua, ma due stati 
oerenti 
on parametri z1e z2 sono prati
amente ortogonali allor
h�e jz1 � z2j � 1. Una base di stati strettamenteortogonali sarebbe numerabile. Si dimostra 
he �e possibile estrarre dall'insieme 
ontinuodi stati 
oerenti dei sottoinsiemi numerabili fznmg, 
he formano un reti
olo in C e 
osti-tuis
ono an
ora una base 
ompleta.Lo stato fondamentale j0i dell'operatore numero �e uno stato 
oerente. L'appli
azionedi potenze dell'operatore di innalzamento genera la base jni. Mostriamo ora 
he tutti glistati 
oerenti jzi sono ottenibili da j0i mediante l'appli
azione di un operatore unitarioD̂(z). Lo sviluppo (3.2) si pu�o ris
riverejzi = exp(�12 jzj2) 1Xn=0 1n! (zây)nj0i = exp(�12 jzj2) exp(zây)j0iSi inseris
e un operatore exp(z�â) 
he las
ia invariato lo stato fondamentale:jzi = exp(�12 j�j2) exp(zây) exp(z�â)j0iSe [Â; B̂℄ �e un operatore 
he 
ommuta sia 
on Â 
he 
on B̂, vale la seguente versione dellaformula di Baker-Campbell-Hausdor�eÂeB̂e� 12 [Â;B̂℄ = eÂ+B̂ (3:7)Poi
h�e [â; ây℄ = Î evidentemente 
ommuta 
on gli operatori â e ây, si ha:D̂(z) = e� 12 jzj2ezâyez�â = ezây�z�â (3:8)Gli operatori D̂(z) sono unitari ed hanno la seguente regola di 
omposizione, per la qualeformano una rappresentazione del gruppo delle traslazioni in C, a meno di un fattore difase: D̂(z1)D̂(z2) = D̂(z1 + z2)e 12 (z1z�2�z�1z2) (3:9)Ogni stato 
oerente dell'operatore â pu�o essere 
ostruito a partire dallo stato di vuoto:jzi = D̂(z)j0i (3:10)4



L'azione dell'operatore exp(sN̂), 
on s 2 C arbitrario, �e assai sempli
e, e 
onserva lapropriet�a di stato 
oerente: sullo sviluppo (3.2) si 
al
ola immediatamente:exp(sN̂)jzi = jeszi (3:11)La probabilit�a di o

upazione dello stato di numero n dell'operatore numero, nello stato
oerente jzi, �e des
ritta da una distribuzione di PoissonPn = jhnjzij2 = 1n! jzj2ne�jzj2 (3:12)Si veri�
a, utilizzando la formula di Stirling, 
he il valore massimo di Pn si ottiene attornoa n � jzj2.x4. Trasformazioni lineari e Operatori di Squeeze.A partire da una rappresentazione irridu
ibile di operatori â e ây �e possibile 
ostruirein�nite 
oppie di operatori b̂ e b̂y 
he soddisfano la relazione (1.1), mediante 
ombinazionilineari 
on 
oeÆ
ienti 
omplessi. Per un importante teorema di Von Neumann, per ogni
oppia esiste un operatore unitario 
he le 
onnette:b̂ = ÛyâÛ ; b̂y = ÛyâyÛ (4:1)Posto b̂ = uâ+ vây e b̂y = v�â+ u�ây, la propriet�a di 
ommutazione [b̂; b̂y℄ = Î 
omportala 
ondizione juj2 � jvj2 = 1, 
he �e soddisfatta ponendo u = ei� 
osh t e v = ei� sinh t.Pertanto, le 
ombinazioni lineari 
he formano rappresentazioni della (1.1) sono tutte dellaforma b̂ =ei�â 
osh t+ ei� ây sinh tb̂y =e�i� â sinh t+ e�i�ây 
osh t (4:2)Un 
aso parti
olare assai sempli
e �e 
ostituito da trasformazioni U(1):b̂ = ei�â; b̂y = e�i�ây (4:3)a 
ui 
orrisponde un gruppo di operatori unitari Û(�) 
he viene fa
ilmente individuato.Appli
ando a b̂ la base degli stati 
oerenti di â si ha: b̂jzi = ei�zjzi. Per la relazione diequivalenza unitaria b̂ = Ûy(�)âÛ(�) risulta:âÛ(�)jzi = ei�zÛ (�)jzi
io�e Û(�)jzi �e lo stato 
oerente di â di autovalore ei�z e pertanto 
oin
ide 
on jei�zi. In
on
lusione, tenendo 
onto della propriet�a (3.11):Û(�) = ei�âyâ (4:4)Abbiamo 
on
luso 
he l'operatore numero �e il generatore delle trasformazioni â ! ei�â,
he 
onservano la propriet�a (1.1). In modo espli
ito:ei�â = e�i�N̂ âei�N̂ ; e�i�ây = e�i�N̂ âyei�N̂ (4:5)5



Consideriamo ora le trasformazioni generali (4.2). Conviene ris
rivere le due relazioni nelseguente modo: � e� i2 (�+�)b̂e i2 (�+�)b̂y � = � 
osh t sinh tsinh t 
osh t�� e i2 (���)âe� i2 (���)ây�Le 
oppie di operatori nei due vettori sono 
onnesse da una rotazione iperboli
a e 
os-tituis
ono due rappresentazioni della regola di 
ommutazione (1.1). Esiste pertanto unoperatore unitario Û(t) 
he li 
onnette; 
an
ellando il fattore di fase 
omune:b̂ = ei�Û(t)âÛ(t)y; b̂y = e�i�Û(t)âyÛ(t)y (4:6)Gli operatori unitari Û(t) formano una rappresentazione unitaria fortemente 
ontinua nelparametro t del gruppo delle rotazioni iperboli
he:Û(t1)Û(t2) = Û(t1 + t2)La loro azione �e la seguente:ei�Û(t)yâÛ(t) =ei�â 
osh t+ ei� ây sinh te�i�Û(t)yâyÛ(t) =e�i� â sinh t+ e�i�ây 
osh t (4:7)Il gruppo unitario ammette un generatore autoaggiunto Ĝ, 
he entra nello sviluppo alprimo ordine Û = Î + itĜ + O(t2), ed �e ottenibile risolvendo le equazioni 
he risultanodallo sviluppo al primo ordine in t delle (4.7):�i[Ĝ; â℄ = e�i(���)ây; �i[Ĝ; ây℄ = ei(���)âLe due equazioni sono risolte da:Ĝ = i2 [ei(���)â2 � e�i(���)ây2℄ (4:8)Per ra

ordarsi alla notazione 
omune, si introdu
ono il parametro 
omplesso di squeeze� = tei(���), e l'operatore unitario di squeezeŜ(�) = e 12 (�ây2���â2) (4:9)La trasformazione unitaria (4.1) 
he 
ollega la rappresentazioni (4.2) 
on quella iniziale �e,per la presenza del fattore di fase ei� nella relazione (4.6)Û = ei�âyâŜ(tei(���)) (4:10)Per 
ompletezza, diamo l'azione dell'operatore di squeeze, desumibile dalle relazioni (4.6)e (4.2). Posto � = tei': Ŝ(�)yâŜ(�) = â 
osh t+ ei'ây sinh t (4:11)6



x5. Connessione 
on gli operatori Posizione-Momento.La regola di 
ommutazione 
he 
aratterizza gli operatori â e ây �e strettamente 
onnessa aquella degli operatori autoaggiunti "posizione" X̂ e "momento " P̂ , des
ritti dalla regoladi 
ommutazione di Heisenberg [X̂; P̂ ℄ = i�h. A partire da questi ultimi, 
ostruiamo la pi�ugenerale 
ombinazione lineare 
he fornis
a una rappresentazione della relazione (1.1):â = �X̂ + �P̂ ; ây = ��X̂ + ��P̂ ; i�h(��� � ���) = 1 (5:1)N̂ = âyâ = j�j2P̂ 2 + j�j2X̂2 + ���X̂P̂ + ���P̂ X̂ (5:2)Invertendo la relazione (5.1) si ottiene:X̂ = i�h(��â� �ây); P̂ = i�h(�ây � ��â) (5:3)I valori medi di tali operatori su uno stato 
oerente jzi dell'operatore â de�nito nell'eq.(5.1) sono: hzjX̂jzi = i�h(��z � �z�) � x0; hzjP̂ jzi = i�h(�z� � ��z) � p0 (5:4)e le varianze:(�X)2 = hzjX̂2jzi � x20 = �h2j�j2; ; (�P )2 = hzjP̂ 2jzi � p20 = �h2j�j2 (5:5)Si noti 
he il prodotto delle dispersioni (�X)(�P ) = �h2j��j non �e in generale minimale.Avendo �ssato i valori 
omplessi � e �, 
onviene introdurre la parametrizzazione z = �x0+�p0, mediante la quale lo stato 
oerente nella base dell'operatore "posizione", soluzionedell'equazione di�erenziale 
orrispondente a âjzi = zjzi��x� i�h� ddx� �x0+�p0(x) = (�x0 + �p0) �x0+�p0(x) (5:6)ha espressione  �x0+�p0(x) = Ce� 12 i��h� (x�x0)2+ i�h p0(x�x0) (5:7)do
e C �e la 
ostante di normalizzazione. Si osservi 
he, per la 
ondizione in (5.1),Re(i�=�h�) > 0.D'ora in avanti, 
i limitiamo a 
onsiderare 
oppie di operatori â e ây per i quali gli stati
oerenti siano a minima in
ertezza, 
io�e valga j��j = 1=(2�h). La 
ondizione di minimain
ertezza e la relazione i�h(��� � ���) = 1 
omportano � = i(2�h��)�1. Ponendo, permaggiore simmetria, �p2 = ei�=`, il pi�u generale operatore di distruzione �eâ = ei� 1p2( 1̀X̂ + i �̀hP̂ ) (5:8)
on autostati a minima indeterminazione (x) =s 1`p�e� 12`2 (x�x0)2+ i�hp0(x�x0) (5:9)7



e varianze (�X)2 = `22 (�P )2 = �h22`2 (5:10)Al variare dei parametri ` > 0 e �, si hanno diverse famiglie di stati 
oerenti, asso
iate adistinte 
oppie di operatori â e ây. Ogni famiglia 
ostituis
e un sistema ultra
ompleto, ed�e 
onnessa ad un'altra da un operatore unitario il 
ui e�etto �e di modi�
are le in
ertezze�X e �P in modo tale da las
iarne inalterato il prodotto. Determinamo le trasformazioni
he preservano la propriet�a di minima indeterminazione, 
io�e la forma (5.8); 
on la (4.2)si 
ostruis
ono gli operatori b̂ e b̂y doveb̂ =ei�â 
osh t+ ei� ây sinh t == 1p2 1̀X̂ �ei(�+�) 
osh t+ ei(���) sinh t�+ ip2 �̀hP̂ �ei(�+�) 
osh t� ei(���) sinh t�L'operatore b̂ ha an
ora la forma (5.8) se si s
elgono le fasi � e � tali 
he �+� = ��� = �.Con 
i�o: b̂ = 1p2ei� � 1̀etX̂ + i �̀he�tP̂� (5:11)La trasformazione unitaria 
he 
onnette b̂ e b̂y 
on gli operatori iniziali (5.8) �eb̂ = UyâÛ ; Û = Ŝ(tei2�)ei(���)âyâ (5:12)Il ruolo dell'operatore di squeeze Ŝ �e evidente: esso attua 
ambiamenti di s
ala inversinelle direzioni x e p. Le varianze degli stati 
oerenti jzib dell'operatore b̂ sono:(�X)2 = `22 e2t; (�P )2 = �h22`2 e�2t (5:13)x6 La rappresentazione di Bargmann.E' possibile dare una rappresentazione espli
ita assai sempli
e degli operatori â e ây sufunzioni analiti
he. La proiezione di un vettore j i dello spazio astratto H su uno stato
oerente jz�i permette di introdurre una funzione analiti
a in z: (z) = e 12 jzj2hz�j i = 1Xn=0hnj i znpn! (6:1)Il prodotto interno inH tra due vettori h 1j 2i, introdu
endo lo sviluppo dell'identit�a (3.6)mediante stati 
oerenti, si tradu
e in un integrale sulle 
orrispondenti rappresentazionianaliti
he: h 1j 2i = 1� Z d2ze�jzj2 1(z)� 2(z) (6:2)L'equazione (4.2) de�nis
e il prodotto interno in uno spazio di Hilbert di funzioni analiti
hedenominato "spazio di Bargmann", in 
ui la base astratta jni �e rappresentata dalle funzioni8



zn=pn!, 
he evidentemente sono una base per le funzioni analiti
he. Gli operatori â e âyoperano nel modo pi�u sempli
e:(âf)(z) = f 0(z) ; (âyf)(z) = zf(z) (6:3)Gli stati 
oerenti sono funzioni esponenziali:
�(z) = e jzj22 hz�j�i = e�z� 12 j�j2 (6:4)e la relazione di ultra
ompletezza si tradu
e nell'identit�af(z) = 1� Z d2we�jwj2+w�zf(w) (6:5)x7. Sviluppi di Operatori.Gli stati 
oerenti, gli autovettori dell'operatore numero, gli operatori â e ây e in�ne glioperatori D̂(z) sono gli elementi per de�nire diversi sviluppi di un operatore de�nito in H.Ci si limita ad un rapido 
enno.Data la 
ompletezza delle basi jni dell'operatore numero e j�i dell'operatore di distruzione,si possono dare i seguenti sviluppi:F̂ =Xm;nhmjF̂ jnijmihnj ; F̂ = 1�2 Z d2�d2�h�jF̂ j�ij�ih�j (7:1)Per l'ipotesi di irridu
ibilit�a in H, un operatore F̂ �e ne
essariamente funzione degli oper-atori â e ây; si pu�o pertanto s
rivere lo sviluppoF̂ =Xn;m fn;m(ây)n(â)m (7:2)in 
ui le potenze dell'operatore di abbassamento sono tutte a destra. Una tale forma �edetta "normalmente ordinata", ed �e la pi�u idonea per la valutazione di elementi di matri
esu stati 
oerenti: h�jF̂ j�i = h�j�iXn;m fn;m(��)n�m (7:3)I 
oeÆ
ienti dello sviluppo normale dell'operatore si possono ottenere invertendo la re-lazione pre
edente utilizzando l'integrale (3.5):fn;m = 1n!m!�2 Z d2�d2�e�j�j2�j�j2����h�jF̂ j�i�n(��)m (7:4)Per esempio, per il proiettore sullo stato di vuoto si 
al
olaj0ih0j = 1Xr=0 (�1)rr! (ây)r(â)r (7:5)9



Un prodotto di fattori, 
ias
uno dei quali �e una potenza di â o ây, pu�o essere espresso
ome somma di termini in forma normale, mediante l'uso delle regole di 
ommutazione.Per esempio: â2(ây)2 = 2 + 4âyâ+ (ây)2(â)2L'ultimo addendo �e quello 
he si ottiene dall'operatore iniziale, ordinando normalmente ifattori 
ome se 
ommutassero: si s
rive: â2(ây)2 := (ây)2(â)2Il delimitatore : : : : : �e il simbolo di prodotto normalmente ordinato, e sottintende laris
rittura dell'argomento in forma normalmente ordinata, 
ome se gli operatori â e ây
ommutassero. Per esempio, per la (7.5):: e�âyâ := j0ih0j (7:6)Ogni operatore, s
ritto 
ome somma di termini 
he sono prodotti di potenze di â e ây, �euguale alla sua forma normalmente ordinata pi�u termini normalmente ordinati di gradopi�u basso, 
onseguenti dalle 
ommutazioni e�ettuate.Oltre allo sviluppo normale, si pu�o 
ostruire lo sviluppo anti-normale di un operatore:F̂ =Xn;m fAn;m(â)n(ây)m (7:7)Inserendo una 
ompletezza di stati 
oerenti tra le due potenze di operatori, si perviene aduna rappresentazione assai interessante dell'operatore:F̂ = 1� Z d2�fP (�; ��)j�ih�j (7:8)dove: fP (�; ��) =Xn;m fAn;m�n(��)m (7:9)Essa �e nota 
ome rappresentazione P dell'operatore, ed �e interessante in quanto esprimel'operatore 
ome sovrapposizione 
ontinua di proiettori j�ih�j. Il kernel fP �e legato aglielementi di matri
e diagonali di F̂ su stati 
oerenti dalla relazione:h�jF̂ j�i = 1� Z d2�fP (�; ��) exp(�j�� �j2) (7:10)Un ulteriore sviluppo, rilevante per la de�nizione della funzione di Wigner e la formulazionedella me

ani
a quantisti
a nello spazio delle fasi, �e lo sviluppo di Weyl di un operatorenella base 
ontinua di operatori D̂(z):F̂ = 1� Z d2z ~f(z; z�)D̂(z) (7:10)10



Ci si limita ad osservare 
he, nello s
hema di Weyl di quantizzazione di funzioni sullo spaziodelle fasi, la funzione ~f �e strettamente 
ollegata alla trasformata di Fourier della funzionef(x; p) 
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