INTRODUZIONE AGLI STATI COERENTI
Luca Molinari

§1. Introduzione.
Gli stati a minima indeterminazione nella posizione X e nel momento P, per i quali la
relazione di Heisenberg vale come uguaglianza, AX AP = h/2, risultano essere autovettori

dell’operatore
1 /14 A~
s (lg . Ap
a /2 ()\ + Zh )

dove A ¢ un arbitrario numero reale positivo. Nella base di X odi P, essi sono rappresentati
da stati Gaussiani.
Ioperatore 4 e il suo aggiunto &' permettono una trattazione algebrica astratta
dell’oscillatore armonico che ha una rilevante applicazione nella descrizione di seconda
quantizzazione di sistemi quantistici a molte particelle identiche, di spin intero, e nella
teoria quantistica dei campi.
Gli autostati dell’operatore @ sono anche noti col nome di stati coerenti. Essi hanno
svariate applicazioni, dai fondamenti della meccanica quantistica, alla risoluzione di alcuni
problemi con potenziali dipendenti dal tempo, la dinamica in campi magnetici, I'ottica
quantistica, la fisica dello stato solido e altro ancora.
La particolarita degli stati coerenti di possedere incertezza minima, e di costituire una
base di stati localizzati in posizione e momento, li rende una base privilegiata per una
ambientazione nello spazio delle fasi della dinamica quantistica .
Vi sono pertanto numerose ragioni per uno studio delle proprieta degli stati coerenti, a
partire dalle proprieta algebriche degli operatori @ e a'.

Inizieremo con lo studio di una singola coppia di operatori @ e af. Essi sono definiti
dalla regola di commutazione

la,af) =aaf —ata =1 (1.1)

soddisfatta su un comune dominio D, invariante per 1’azione dei due operatori, e denso
in uno spazio di Hilbert . E’ utile richiedere che i due operatori formino una coppia
irriducibile, cioe non esistano in ‘H sottoinsiemi invarianti per gli operatori la cui chiusura
sia contenuta propriamente in .

§2. L’operatore Numero.
Oltre ai due citati operatori si costruisce su D 'operatore numero N = afa. Esso & positivo:

per ogni elemento nel dominio ()| N1p) = ||a||> > 0. In particolare, se 1 & un autovettore
con autovalore yu, risulta p > 0. Valgono le seguenti regole di commutazione:

Supponiamo che N abbia un autovalore t, con autovettore normalizzato che in notazione di
Dirac rappresentiamo col simbolo |u); pertanto: N|u) = p|u). Le relazioni (2.1) implicano
che i vettori a|u) e at|u) sono autovettori di N rispettivamente con autovalori —1 e p+ 1:

Nalp) = a(N = 1)|p) = (p — 1)l u)
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Nal|p) = al (N + I)|p) = (u + Da'|u)

I due autovettori non sono normalizzati; le norme al quadrato sono rispettivamente:
lalml)* = (ulatalu) = p e llat|pl® = (ulaa|p) = (ulata + Ilp) = p+ 1. Indichiamo

con |p £ 1) gli autovettori normalizzati:

ho1) = ——alw), 1) = ———al )
p—1)=—=alp), [p+1)=——=d'lp
Vi Vit

Queste proprieta giustificano la denominazione di G e a' come operatori di abbassamento ed
innalzamento. Nel contesto della teoria di II quantizzazione, essi sono noti come operatori
di distruzione e creazione. Osserviamo che se I'autovalore p fosse diverso dan =10,1,2...,
la successiva applicazione di a allo stato iniziale |u) produrrebbe, ad un certa potenza,
un autostato di N con autovalore negativo. Viceversa, per ¢ = m, intero positivo,
I’applicazione iterata dell’operatore di abbassamento produce in ultimo un autovettore
|0) con la proprieta

al0) =0 (2.2)

Si conclude che I'operatore NV ha per autovalori tutti gli interi non negativi; esso e pertanto
noto come ”operatore numero” :

Nin)y=nln) , n=0,1,2... (2.3)

L’azione degli operatori di abbassamento e di innalzamento sugli autovettori di N ¢ la
seguente:

aln) =vnln—1) , alln) =vn+1n+1) (2.4)

Come conseguenza, gli autovettori |n) possono essere generati a partire dallo stato fonda-
mentale |0), detto anche ”stato di vuoto”, mediante 'applicazione di potenze dell’operatore

di innalzamento:
1

— ~T\n

n)=—=—(a")"|0 2.5
n) \/H( )"10) (2.5)
La varieta lineare generata dagli stati |n) & invariante per I'applicazione degli operatori a
e a'; per Uipotesi di irriducibilita, la sua chiusura deve coincidere con l'intero spazio di
Hilbert. Gli stati |[n) n =0,1,,... formano dunque un sistema ortonormale e completo in
H:

> Inyn|=1 , (n|m)=0dnm (2.6)

Dalla discussione precedente risulta che la proprieta di irriducibilita corrisponde all’esistenzal
di un unico stato di vuoto.
L’estensione a piu coppie commutanti di operatori a;, &7‘;, 1=1...m,

a5, a) = 105, [a;,al] =0, [af.al]=0 (2.7)
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su uno spazio di Hilbert sul quale i 2m operatori costituiscano un insieme irriducibile, e
immediata. Il vuoto comune |®) & definito dalle relazioni ;|®) = 0 Vi. Gli autostati
comuni agli operatori commutanti N; = &;'&i

]\Afi\nl,nz, C M) = MM, Moy Ty

sono generati a partire dallo stato di vuoto mediante 1’applicazione di potenze degli m
operatori di creazione

1 ~T\n1/4T\n -~ n
N1, mg ... ) = @hm @b ... (@l yrm o) (2.8)
nilng! .. ngy,!

e sono una base ortonormale per lo spazio di Hilbert:

Z ny,ng .. Ny ) (N1, Mg Ny | = I

Niy,...Nm

(n1,na...nmln'1,n' s o0’ m) = 0ny i Onants - Oyt (2.9)

63. Gli Stati Coerenti.

Oltre alla base |n) dell’operatore numero, ¢ possibile introdurre una base di autovet-
tori dell’operatore di abbassamento, noti come ”stati coerenti”, con proprieta‘ assai in-
teressanti. Mostriamo esplicitamente che per ogni numero complesso z, I'equazione agli
autovalori

alz) = z|z) (3.1)

ha soluzione in H. Essa viene ricercata attraverso il suo sviluppo nella base dell’operatore
numero: |z) = Y. cp|n). Per la (3.1) i coefficienti soddisfano la relazione di ricorrenza
Cnt1vVn + 1 = zcy,, con soluzione ¢, = coz"/\/m. I coefficienti definiscono certamente un
elemento in % dal momento che > |c,|> = |co|?exp|z|%. Lo stato coerente normalizzato
ha pertanto lo sviluppo:

2y = e S 2y (3.2)

Due stati coerenti non sono mai ortogonali e hanno prodotto interno

(z|w) = exp (-%2 - @ + z*w) (3.3)

che, in modulo, decade esponenzialmente con |z — w|. Questa circostanza, ed il fatto che
gli stati coerenti siano un insieme continuo di vettori nello spazio di Hilbert, rende poco
sorprendente la seguente relazione di ”ultra-completezza”

%/d2z|z><z| iy (3.4)
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dove d?z = d(Re z)d(I'm z). Infatti, per ogni coppia [t)1) e [1)s), sviluppati nella base |n)
dell’operatore numero, si ha

%/d2z<¢1|z><z|w2) = (Wrln)(mlpo) I m = (1]tha) (3.5)

n,m

dove 'integrale

1 2
Lnm = ——— [ d?ze ¥ 122" =5, 3.6
’ mvn!m! / (3.6)

e facilmente calcolabile in coordinate polari. L’ultracompletezza sta a significare che la base
degli stati coerenti ¢ ridondante. Essa ¢ continua, ma due stati coerenti con parametri z;
e z sono praticamente ortogonali allorche |z — 25| > 1. Una base di stati strettamente
ortogonali sarebbe numerabile. Si dimostra che e possibile estrarre dall’insieme continuo
di stati coerenti dei sottoinsiemi numerabili {z,,,}, che formano un reticolo in C' e costi-
tuiscono ancora una base completa.

Lo stato fondamentale |0) dell’operatore numero € uno stato coerente. L’applicazione
di potenze dell’'operatore di innalzamento genera la base |n). Mostriamo ora che tutti gli
stati coerenti |z) sono ottenibili da |0) mediante 'applicazione di un operatore unitario
D(z). Lo sviluppo (3.2) si pud riscrivere

2) = exp(—%|z|2) > %(zaf)"|0> = exp(—%lzlz) exp(za')|0)

Si inserisce un operatore exp(z*a) che lascia invariato lo stato fondamentale:

2) = exp(—gaf?) exp(zat) exp(=*1)|0)

Se [fl B] € un operatore che commuta sia con A che con B, vale la seguente versione della
formula di Baker-Campbell-Hausdorff

= eA+B (3.7)

Poiche [a,a'] = I evidentemente commuta con gli operatori @ e af, si ha:

A

D(z) = ezl

zat z*a zat—2*a (38)

‘2
(& € =€

Gli operatori b(z) sono unitari ed hanno la seguente regola di composizione, per la quale
formano una rappresentazione del gruppo delle traslazioni in C, a meno di un fattore di
fase:

A A A

D(21)D(22) = D(21 + z9)e? (7123 —2122) (3.9)

Ogni stato coerente dell’operatore a puo essere costruito a partire dallo stato di vuoto:
|2) = D(2)|0) (3.10)
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[’azione dell’operatore exp(sN), con s € C arbitrario, é assai semplice, e conserva la
proprieta di stato coerente: sullo sviluppo (3.2) si calcola immediatamente:

exp(sN)|z) = |e®2) (3.11)

La probabilita di occupazione dello stato di numero n dell’operatore numero, nello stato
coerente |z), & descritta da una distribuzione di Poisson

1 o g2
Po = |{n]2)[* = —[2|"e™ (3.12)

Si verifica, utilizzando la formula di Stirling, che il valore massimo di P, si ottiene attorno
an~|z%

§4. Trasformazioni lineari e Operatori di Squeeze.
A partire da una rappresentazione irriducibile di operatori a e al & possibile costruire
infinite coppie di operatori be bt che soddisfano la relazione (1.1), mediante combinazioni
lineari con coefficienti complessi. Per un importante teorema di Von Neumann, per ogni
coppia esiste un operatore unitario che le connette:

A

b=0UtaU, bt =0t (4.1)

Posto b = ua + val e bt = v*a + w*al, la proprieta di commutazione [13 BT] = [ comporta
la condizione |u|? — |v|2 = 1, che & soddisfatta ponendo u = e*® cosht e v = e sinht.
Pertanto, le combinazioni lineari che formano rappresentazioni della (1.1) sono tutte della

forma o '
b =e"g cosht + ePal sinht

. : : (4.2)
bt =e~#Pasinht + e **al cosht
Un caso particolare assai semplice & costituito da trasformazioni U(1):
b= ea, bt = eigt (4.3)

a cul corrisponde un gruppo di operatori unitari [7(04) che viene facilmente individuato.
Applicando a b la base degli stati coerenti di G si ha: b|z) = e'®z|z). Per la relazione di
equivalenza unitaria b = UT(a)alU () risulta:

all (a)|2) = ™20 (o) |2)

ciod U(a)|z) & lo stato coerente di @ di autovalore e?®z e pertanto coincide con |e®z). In
conclusione, tenendo conto della proprieta (3.11):

A

U(a) = eiad’a (4.4)

Abbiamo concluso che 1'operatore numero @ il generatore delle trasformazioni & — e®a,
che conservano la proprieta (1.1). In modo esplicito:

g = e—zozN&ezozN7 e—za&T — e—zaNdTezaN (45)



Consideriamo ora le trasformazioni generali (4.2). Conviene riscrivere le due relazioni nel

seguente modo:
e~2(@+A)p\  (cosht sinht ez(@=Fg
ez(@tB)pt | = \ sinht cosht e~ 3(a=B)gt
Le coppie di operatori nei due vettori sono connesse da una rotazione iperbolica e cos-

tituiscono due rappresentazioni della regola di commutazione (1.1). Esiste pertanto un
operatore unitario U(t) che li connette; cancellando il fattore di fase comune:

A

b= UMaU®), bt =eU@)a’U@)? (4.6)

Gli operatori unitari (j(t) formano una rappresentazione unitaria fortemente continua nel
parametro ¢ del gruppo delle rotazioni iperboliche:

A

Ut)U(tz) = Uty +t2)
La loro azione ¢ la seguente:

e U () al(t) =eacosht 4+ ePal sinht
i

. . . . (4.7)
e~ U () aTU(t) =e~Pasinht 4+ e "4l cosht

Il gruppo unitario ammette un generatore autoaggiunto G‘, che entra nello sviluppo al
primo ordine U = [ + itG + O(t?), ed & ottenibile risolvendo le equazioni che risultano
dallo sviluppo al primo ordine in ¢ delle (4.7):

_i[é, al = e—z’(a—ﬁ)dT’ —i[é, dT] — oila=B)
Le due equazioni sono risolte da:

G= %[e“a—ﬁ)a? — emila=B) 412 (4.8)

Per raccordarsi alla notazione comune, si introducono il parametro complesso di squeeze
¢ = te'B=) ¢ 'operatore unitario di squeeze

S(C) — e%(ca’lﬂ_g*a?) (49)

La trasformazione unitaria (4.1) che collega la rappresentazioni (4.2) con quella iniziale &,
per la presenza del fattore di fase e’® nella relazione (4.6)

U = efea’ag(yeilB-a)) (4.10)

Per completezza, diamo ’azione dell’operatore di squeeze, desumibile dalle relazioni (4.6)
e (4.2). Posto ¢ = te'®:

S(¢) = acosht + e*al sinht (4.11)

D>

S(¢)!
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§5. Connessione con gli operatori Posizione-Momento.
La regola di commutazione che caratterizza gli operatori @ e a! & strettamente connessa a
quella degli operatori autoaggiunti ”posizione” X e "momento ” P, descritti dalla regola
di commutazione di Heisenberg [X', P] = ¢h. A partire da questi ultimi, costruiamo la piu
generale combinazione lineare che fornisca una rappresentazione della relazione (1.1):

a=aX +pP, al=a*X+pP, ih(af—a*p) =1 (5.1)
N =ata=|82P? + |a’?X? + o*BX P + af* PX (5.2)

Invertendo la relazione (5.1) si ottiene:
X =in(B*a—pat), P =ih(aat — a*a) (5.3)

I valori medi di tali operatori su uno stato coerente |z) dell’operatore a definito nell’eq.
(5.1) sono:

(z|X|2) = ih(B* 2 — B2*) = o, (2|P|z) = ih(az* — a*2) = py (5.4)
e le varianze:
(AX)2 = (2| X2%2) — 22 = 0%B%, , (AP)? = (2|P?|z) — p2 = h?|a)? (5.5)

Si noti che il prodotto delle dispersioni (AX)(AP) = h*|af| non & in generale minimale.
Avendo fissato i valori complessi a e 3, conviene introdurre la parametrizzazione z = axg+
Bpo, mediante la quale lo stato coerente nella base dell’operatore ”posizione”, soluzione
dell’equazione differenziale corrispondente a a|z) = z|z)

d
<aa7 — 2hﬁ%> Vawo+8po () = (o + BP0)Vaze+8po (T) (5.6)

ha espressione

Yazo+8po (z) = 06_%%($_m0)2+%p0($_w0) (5.7)

doce C' ¢ la costante di normalizzazione. Si osservi che, per la condizione in (5.1),
Re(ia/RS3) > 0.

D’ora in avanti, ci limitiamo a considerare coppie di operatori @ e a' per i quali gli stati
coerenti siano a minima incertezza, cioé valga |af| = 1/(2h). La condizione di minima
incertezza e la relazione ih(aB* — a*f) = 1 comportano 3 = i(2ha*)~!. Ponendo, per

maggiore simmetria, ay/2 = e’ /¢, il pitl generale operatore di distruzione &
o1 1 4 {
16 .
— (=X +1i=-P 5.8
\/5 ( 14 T h ) ( )

con autostati a minima indeterminazione

a=-e

1 1 2 i
¢($) _ e‘ﬁ(m_“) +#po(r—20) (5.9)
ING:




e varianze

, P2 _

AX)* = — AP)?

Al variare dei parametri £ > 0 e #, si hanno diverse famiglie di stati coerenti, associate a
distinte coppie di operatori é@ e af. Ogni famiglia costituisce un sistema ultracompleto, ed
e connessa ad un’altra da un operatore unitario il cui effetto é di modificare le incertezze
AX e AP in modo tale da lasciarne inalterato il prodotto. Determinamo le trasformazioni
che preservano la proprieta di minima indeterminazione, cioé la forma (5.8); con la (4.2)

(5.10)

si costruiscono gli operatori be b dove
b=cacosht+ eal sinht =

1. { ~ /. .
- i(a+6) i(B—6) z i(a+6) _ Li(B—0)
EX ( cosht+e sinh t) + \/_ hP <e cosht —e sinh t)

[’operatore b ha ancora la forma (5.8) se si scelgono le fasi a e § tali che a+60 = f—0 = ¢.
Con cio:

-

SR Y & PP
b= ﬁe“’s <ZetX + iﬁe_tP> (5.11)

La trasformazione unitaria che connette b e bt con gli operatori iniziali (5.8) &

A

b=Utal, U = S(tei??)eil¢—fa'a (5.12)

Il ruolo dell’operatore di squeeze S & evidente: esso attua cambiamenti di scala inversi
nelle direzioni = e p. Le varianze degli stati coerenti |z); dell’operatore b sono:

2 2
¢ 2t h —2t

(AX)nge : (AP)? = 272 (5.13)

§6 La rappresentazione di Bargmann.
E’ possibile dare una rappresentazione esplicita assai semplice degli operatori @ e af su
funzioni analitiche. La proiezione di un vettore [1¢) dello spazio astratto H su uno stato
coerente |z*) permette di introdurre una funzione analitica in z:

oo

(6.1)

Il prodotto interno in # tra due vettori (11 |1s), introducendo lo sviluppo dell’identita (3.6)
mediante stati coerenti, si traduce in un integrale sulle corrispondenti rappresentazioni
analitiche:

(rlipa) = / 2o g (2)* a(2) (6.2)

L’equazione (4.2) definisce il prodotto interno in uno spazio di Hilbert di funzioni analitiche
denominato ”spazio di Bargmann”, in cui la base astratta |n) € rappresentata dalle funzioni
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2" /v/nl, che evidentemente sono una base per le funzioni analitiche. Gli operatori a e at
operano nel modo piu semplice:

@f)(z)=f'(z) . (@'f)(z) = 2f(2) (6.3)

Gli stati coerenti sono funzioni esponenziali:

JETd * ozz—l|o¢|2
Ca(z) =2 (2%|a) = e**72 (6.4)

e la relazione di ultracompletezza si traduce nell’identita

)=+ / dPwe "1 £ (w) (6.5)

™

§7. Sviluppi di Operatori.
Gli stati coerenti, gli autovettori dell’operatore numero, gli operatori @ e a' e infine gli
operatori D(z) sono gli elementi per definire diversi sviluppi di un operatore definito in .
Ci si limita ad un rapido cenno.
Data la completezza delle basi |n) dell’operatore numero e |a) dell’operatore di distruzione,
si possono dare i seguenti sviluppi:

P miFmm)n) . F= 2 [ dadpalFls)a) (r.1)

Per I'ipotesi di irriducibilita in 7, un operatore F' & necessariamente funzione degli oper-
atori a e a'; si puod pertanto scrivere lo sviluppo

F =Y fum(@) @™ (7.2)

in cui le potenze dell’operatore di abbassamento sono tutte a destra. Una tale forma &
detta ”normalmente ordinata”, ed e la piu idonea per la valutazione di elementi di matrice
su stati coerenti:

(@lF|B) = (a|B) Y frm(a®)"B™ (7.3)
I coefficienti dello sviluppo normale dell’operatore si possono ottenere invertendo la re-

lazione precedente utilizzando l'integrale (3.5):

1

 nImlr2

o / 2o d?fe 1ol =17 =06 (o | Yo (B*)™ (7.4)

Per esempio, per il proiettore sullo stato di vuoto si calcola

r

00/ =3 Gy (7.5)

Ne}



Un prodotto di fattori, ciascuno dei quali & una potenza di & o a', pud essere espresso
come somma di termini in forma normale, mediante I'uso delle regole di commutazione.
Per esempio:

a?(a")? =2 + 4a'a + (a%)%(a)?

L’ultimo addendo & quello che si ottiene dall’operatore iniziale, ordinando normalmente i
fattori come se commutassero: si scrive

a’(ah)? = (ah)?(a)?

Il delimitatore : ... : & il simbolo di prodotto normalmente ordinato, e sottintende la
riscrittura dell’argomento in forma normalmente ordinata, come se gli operatori @ e af
commutassero. Per esempio, per la (7.5):

L8 = |0)(0| (7.6)

Ogni operatore, scritto come somma di termini che sono prodotti di potenze di a e af, &
uguale alla sua forma normalmente ordinata pili termini normalmente ordinati di grado
piu basso, conseguenti dalle commutazioni effettuate.

Oltre allo sviluppo normale, si puo costruire lo sviluppo anti-normale di un operatore:

=3 fam@"@)m (7.7)

Inserendo una completezza di stati coerenti tra le due potenze di operatori, si perviene ad
una rappresentazione assai interessante dell’operatore:

= %/d%fp(a, o*)la)a (7.8)

dove:

o) =) fAa(ar)m (7.9)

Essa e nota come rappresentazione P dell’operatore, ed e interessante in quanto esprime
I'operatore come sovrapposizione continua di proiettori |a)(c|. Tl kernel f¥ & legato agli
elementi di matrice diagonali di F' su stati coerenti dalla relazione:

BFB) = [ Eaf’ (@0 exp(-la - BP) (7.10)

Un ulteriore sviluppo, rilevante per la definizione della funzione di Wigner e la formulazione
della meccanica quantistica nello spazio delle fasi, & lo sviluppo di Weyl di un operatore
nella base continua di operatori D(z):

Pl /dzzf(z,z*)f)(z) (7.10)

™
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Ci si limita ad osservare che, nello schema di Weyl di quantizzazione di funzioni sullo spazio
delle fasi, la funzione f & strettamente collegata alla trasformata di Fourier della funzione
f(z,p) corrispondente all’operatore.
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