PROBLEMI DI FISICA MODERNA E MECCANICA QUANTISTICA

MECCANICA QUANTISTICA
anno accademico 2012-2013

Traccia delle soluzioni

Esercizio 1
(a) Gli elementi di matrice dell’operatore posizione 7 tra gli autostati della posizione

|Z) sono:
Ty
I 5 / / / T2
(@|2|17) = (a1 @ (o] @ -+ (2| | .| |o) @ law2) @ -+ |a)
Ty
x10(z1 — 2))0(x0 — b)) -+ 0(xp, — )
190(11 B 21)0(w2 — 25) -+ - 0(wy — a7,) _ 6™ (7 — )

xp0(xy — 2))0(x9 — ) - - - 8 (), — )
Gli elementi di matrice dell’operatore impulso ﬁ tra gli autostati della posizione |Z)

SOno:

(@|p1T) = (24| ® (2] © -~ (]

~

Pn
—ih%é(ml —z)o(xe — ) - 8(z,, — )
—ihz—=0(xy — 2})0(xy — 25) - - - 0(xy, — 2, - .
Ox.z ( 1 1) ( 2. 2) ( ' ) _ —thé(”)(i"— l‘/) '

—ih%é(ml —2)o(xg — ) - 8(zy, — )
(b) Le autofunzioni dell’operatore impulso nella base degli autostati della posizione
ik-&

SOono:
eiklxl 6ik2x2 eiknxn e

(@k) = (1] @ (25| @ -+ (walkr) @ [ko) @ - - [kn) = V2r V2r er (2m)n?




()

I, R 2 A
(@10 = (@1] © (2] © - (o]} 10) = @) = [ dF a1 (1) = [ o s 00

Esercizio 2

Il potenziale puo essere scritto come

1, 3 —1 1
V_me (513'1,1'2)(_1 3 ) (:m) '

Diagonalizzando il potenziale si ottengono gli autovalori Ay =4 e A\_ = 2 con autovettori

w5 a0

Per cui con il cambio di coordinate

1 1
Y1 = ﬁ(ml — T3) Yo = E(fﬁ + )

lascia la parte cinetica dell’hamiltoniana in forma diagonale e diagonalizza il potenziale
1 40 Y 1
V= chﬂ (y1,y2) (O 2) (y;) = §mw2 (297 +3)

Il problema e stato quindi disaccoppiato in due oscillatori armonici indipendenti con
pulsazione wy, = V2w e wy = w. Gli autovalori dell’energia sono quindi

1++2
2

1 1
Em,ng = ﬁw(nl + 5) + ﬁﬂw(nl + 5) = ﬁw(nl + \/571,2 + ) ,

con assenza di degenerazione.
Esercizio 3

L’operatore che genera una traslazione lungo una direzione 77 ¢

T|7) = |

Y
|
3!
S~

L’azione di T su uno stato |1) &
) = / ag T \7)TI) = / 4G 7|7 — i )(q) = / dg 17 )u(d + 1)

da cui per una traslazione infinitesima

@lT0) = wia+em =Y T @ = e Vg,



L’operatore che genera una traslazione espresso in termini dell’operatore impulso d-
dimensionale p' e
T = ew?™ .
L’operatore che realizza una traslazione finita di lunghezza k lungo 7 ¢ quindi

ik 5 =
enPm

nella base delle coordinate otteniamo

(T]eFPp) = enV |y

St

e

Esercizio 4

Scrivendo 'energia cinetica in termini dell’impulso totale e dell’impulso relativo abbi-
amo

Esercizio 5

Partendo dalla proprieta della funzione delta

¢ sufficiente effettuare il cambio di variabili ottenendo

/5@(:3— 7o) di = /5<d>(f— Zo) Jdrdgy - - dg_y

= [ 8l =) 8061 — -+ 801 — 1) das =1
dove J ¢ il determinante jacobiano della trasformazione

ax(l)/ar o ax(l)/ﬁgbd,l
J = det : : : =74 sin® () sin? 3 (¢g) - - - sin(gg_2) ,

3I(d)/3¢d_1 A a$(d)/a¢d_1

da cui si ottiene

5O — o) = S0(r —1)5(0n — ) 061~ ).

Nel caso tridimensionale
1
0T — 7)) = S(r—1°)5(0 —6°)---5(p — ¢°).

r2sin 6




Notare che nel caso in cui #; = 0 abbiamo che 7% = 0 mentre si ha una indeterminazione
nelle variabili angolari 6 e ¢, per cui

B 1
42

53 (3—3’)

o(r),

che soddisfa la condizione di normalizzazione

/ 6O () dz = / ! S(r) r’drsin fdfde = 1,

42

analogamente se Ty = k2 abbiamo che r° = |k|, #° = 0,7 e si ha una indeterminazione
nella variabile angolare ¢ per cui

1
27r2sin 0

SON(F —k2) = 5(r —r°)8(0 — 6°),

che soddisfa

/(5(3)(5 — k2)di = /;5(7* —198(0 — 6°) r?dr sin 0dfdg = 1.

27r? sin 0
Esercizio 6

Le coordinate del baricentro e relativa sono:

- T+ T .
X = , T =
2

L’azione degli operatori P e S e
(XZPl) = v(-X,-7), (X&S|y) = (X, 1),
scrivendo Z in coordinate sferiche

(X{p.0,0}PlY) =v(—X, {p.m—0,7+0}),  (X{p,0,0}|S|¥) = (X, {p,7—0,7+6}) .

Esercizio 7

: 0
(il ={ [ azwiaiio | =in [ ara0u,6.0) (5 + 1) 0:0.0)
= ih / drdS {%(ﬁw*) — 2ot — r%*i—:{} + rw*}

P

r=o00 1
=i fan|ve| =i [ Lo o G = [dron @) - Gl

or
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dove si € integrato per parti il termine ¢ 9¢*/Or e si e utilizzato il fatto che la funzione
d’onda deve andare a zero piu velocemente di 1/r per r — oo infatti per la condizione di
normalizzazione

/r2¢*¢ drdS) = const .

Esercizio 8

A

i g kol j j kL k gl - k sl kgl _ - k
(L', 2] = €iua"p's? — 2l ea”p’ = ua”a’p’ — iheja®o” — et a’p’ = iheat
Analogamente

(L, p'] = eia®p'p’ — pPega®p’ = eap'p’ — ea®p'p? + ihep' ot = ihenp” .

Esercizio 9

Abbiamo che Vi(r) a Z, infatti

- 09 Or  Z0¢
vqb(r)_aﬁ_ ror’

Per cui

(Z|L|p) = —ih @ x V(r) =0 = L|¢) =

Esercizio 10

L'it|¢) = &' Li|¢) = 0 .
[ii, [[A/Z, ii']“ = ZFL[[A}, €Z'jki’k] = _h2€ijkz6ikl .@l = h2€ikj€ikl .’fil = 2h2xj y

dove ¢ stata usata la relazione € €, = 205
Abbiamo inoltre che

Al al ain Al A N 22 .
(L' [L",27]]|¢) = (L'L'3? —2L' 3/ L' + &/ L'L")|¢) = L 27|¢) ,
. 2,2
da cui si ricava che qualunque combinazione lineare di x7|¢) ¢ autostato di L

52 )
L #|9) = 20°47)9) .

La relazione € €, = 205 si puo verificare in questo modo. Per j # [ avremo neces-
sariamente che i = k oppure i = j oppure ¢ = [ (gli indici 4, 7, k variano da 1 a 3) per cui



eijert = 0 (se j # 1); per j =1 (ad esemplo j=1=3) deﬁmamo la matrice (3 x 3),
a;j = €;;3 abbiamo che €;3€p3 = apa, = azka,ﬂ Tr(a T)

Esercizio 11

Per simmetria nel piano zy
AQLI = <L3;> - <L:c>2 = AzLy = <L32/> - <Ly>2

e inoltre

infatti
1
(L) = (I, m|Lg|l,m) = §<l,m|(L++L_)\l,m> = hl(l,mll,m+1)+h1_(I,m|l,m—1) =0.

2

1 1 > I

per cui gli stati di minima indeterminazione AL, AL, sono quelli in cui |m| = [.
Esercizio 12

Scegliamo la base in cui 'operatore L,, ¢ diagonale
(L3 — R*L,)|l,m) = Ly(L, — B)(L, + h)|l,m) = B*m(m — 1)(m + 1)|l,m) =0
poiché se [ =1, m = £1,0.
Consideriamo l'asse z diretto verso 7 per cui L, = L., avremo che

(Ly) = o1 Lo Lall) = = (1L — LoL) ) = —im(@l(Ls — Lo)|) = 0.

e analogamente (L,) = 0.

(Z|Y) = (azy + bxe + cx3) f(r) = (asinf cos ¢ + bsin O sin ¢ + ccos O)r f(r)

da cui si evince che lo stato |¢)) & uno stato di momento angolare 1 che puo essere espresso
nella base degli autostati del momento angolare o nella base cartesiana. Utilizzando 1’e-
spressione esplicita dell’operatore momento angolare in coordinate cartesiane e tralasciando
la parte radiale che ¢ invariante per rotazioni otteniamo:

3 000 a
(1| Ly|tp) = Z V(i| Ly|j) (jv) = —ih(a,b,¢) | 00-1 b | = —ih(=bc+bc) =0
j=1 010 ¢

e analogamente (¢|L,|¢y) = (¢|L,|¢) = 0.



Esercizio 13

La legge del moto in rappresentazione di Schrodinger ¢ data da

L d

da cui ‘
[0, t) = e7i ™4, 0) .

L’hamiltoniana del sistema e
H=B-S=Bn-S,
dove B = |B| e # & il versore che indica la direzione di B
N = sin cos ¢ N, + sinfsinpn, + cosfn, .

Utilizzando la base |1,m) degli autostati S, S, abbiamo quindi che

. —ip
cos 6 % 0
A~ O no__ sin 0e'? sin fe 9
(1,m|ﬁn5|1,m)— T 0 ., T 5
i —i
0 % -cos

e si puo mostrare che

1 . 1 _‘2k‘+1
(Lol SiLmt) = (Lol (32-5) 1)

1+4-cos? cos 0 sin e~ sin? fe—21¢

1 2 1 2k 2 V2 2
A~ g no__ ~ g no__ cos 0 sin fe* c 2 —cos fsin fe "
(1,m| <ﬁn~S) I1,m’) = (1,m| (ﬁn~5> Loy = | eosbainoe g2y ccosdsinge
sin? 0e2®  —cos 6 sin fe'? 14cos? 6
2 V2 2

L’evoluzione temporale ¢ quindi
e 7P 1) = [T — (%) + cos(Bt) <TLT> — isin(Bt)% 11,1)

mentre la probabilita che una misura al tempo T della componente z dello spin dia
come risultato m = —1 e

2

2 0 2i¢p
sin” vem™ = sin* 6 sin4(BT/2)

P = [{1,-em PSP = | =

(-1 + cos(BT))




Nel caso della rappresentazione di Heisenberg abbiamo che
as i 4
—=—-[H,S
dt h[ Sl

consideriamo il caso particolare in cui B = B n, avremo che

ds,

dt 0,

s, i

= ﬁ[BSgC,Sy] = —BS,,
s, i B

- = £|BS.. 5. = BS,.

e risolvendo otteniamo per la componente lungo z dello spin
S.(t) = S.(0) cos(Bt) + S,(0) sin(Bt)
utilizzando ancora la base |1, m)

cos(Bt) —i@ 0
/ - sin(Bt) V2 . sin(Bt)
(1,m|Sz(t)]1,m> =h ZT 0 —ZT

0 i% -cos(Bt)

Ricavando I'autovettore di questa matrice corrispondente all’autovalore —h si ottiene

(1,m|1,-1),. ) = sin®(Bt/2) | —iv/2(1 + cos(Bt))/ sin(Bt)
—(1 4 cos(Bt))/(1 — cos(Bt))

da cui
P = | r)(1,-1]1,1)|* = sin*(BT/2).

Esercizio 14

Per determinare le matrici L,, L, e L, nella base degli autostati di L, partiamo dalla
base cartesiana |1),]2),|3) e determiniamo gli autovettori di

010
(il L:lj) = —if | -100 | ,
000

che sono
1 0

+i |, GLo=1{o0],

(i1, £1) !
1|1, = —



con autovalori Ay = +h e A\g = 0.
L’operatore L, nella base |1, m) dei suoi autostati sara dato da

100
Lm|LL,m\=h|000 |,
(

00-1

mentre per ottenere L, e L, & sufficiente calcolare (1,m|Ls|1,m') = /2R 1 € utiliz-
zare che Ly = L, £1iL,:

010 0- 0
(I,m|L,)1,m")=—1101], (1,m|L,|1,m") = — | 4 0~

V2 010 V2 020
La matrice di cambiamento di base sara data da U = |1)(1, 1| + [2)(1, 0] + [3)(1,-1]:
12 0

1
LmlUL,m)=—100+2

Esercizio 15
L’hamiltoniana del sistema e
H=B-S=B#n-8S,
dove B = |B| e @ & il versore che indica la direzione di B
N = sin 6 cos ¢ N, + sinbsinpn, + cosfn, .

Utilizzando la base |+) degli autostati di S, S, abbiamo quindi che

2. s, [ cosf sinfe Y\ _
<:|:|ﬁn~S]:|:> B (sin@e‘i‘z’ —cosf > =k,

e si puo mostrare che

L’evoluzione temporale e quindi
(1)) = e"# B! y) = [Tcos(Bt/2) — iRsin(Bt/2)] [v)

da cui si puo calcolare

(W (1)|S] (1))

9



mentre la probabilita che una misura al tempo ¢ della componente z dello spin dia come
risultato s, =-1/2 ¢
P = |(—|e"#B5Y4)|* = sin? §sin® (Bt /2)
Nel caso della rappresentazione di Heisenberg abbiamo che
as i 4
— =—-lH,S
dt h[ 51

consideriamo il caso particolare in cui B = B n, avremo che

ds,
=0
dt ’
s, i
v — _IB = -B
AL 5
s, i
— =B
—= = 2[BS,.,S.] = BS,

e risolvendo otteniamo per la componente lungo z dello spin
S.(t) = S.(0) cos(Bt) + S,(0) sin(Bt)
utilizzando ancora la base |+)

h (" cos(Bt) -isin(Bt)
(EIS:(]£) = 2 <isin(Bt) -cos(Bt) ) ’

Ricavando l'autovettore di questa matrice corrispondente all’autovalore —h/2 si ottiene
_( sin(Bt/2)
(EH sy = (—z' Cos(Bt/Z))

P = |o.i(—|+)]> = sin®(Bt/2).

da cui

Esercizio 16

Utilizzando la base |+) degli autostati di S, S, e indicando la direzione dell’asse 7 in
coordinate polari abbiamo che

= h cos sinfe
() = (13 k) =5 ).

sinfe ™ —cosé

1 cul autovettori sono

(£|+)s, = (Sﬁsg(/ez/)?w) (EH =) = <_Sizrcl>é%?%§_i¢> ’

10



da cui
Py= | ()P =cos?(0/2) P =, (=" =sin*(0/2).

Esercizio 17

Riscriviamo I’hamiltoniana nel modo seguente

§
H=Y 555

dove § = §| + 55 + S3 ¢ lo spin totale del sistema di tre particelle. Passiamo quindi dalla
base di autostati comuni degli operatori 57, s1 ., 53, Sa.., 54, 53, alla base di autostati comuni
degli operatori 52, s,, 57,53, 53, 5% dove §12 = §) + 55 ¢ lo spin totale della coppia 1,2 di
particelle.

I possibili autovalori dell’energia sono quindi

E:ﬂ(s(s+1)—g),

2 4
siccome gli autovalori possibili dello spin totale sono s = % es= % avremo due possibili
autovalori dell’energia
3.9 3.9

Per calcolare la degenerazione consideriamo gli otto stati della base 57, s1 ., 53, S2.., 53, 3.

1 1.1 1 .1

—, +=)|=, £=)2|=, £
combinando le prime due particelle otteniamo un tripletto di spin 1 e un singoletto di spin
0:

1 1 1 1
1 e 0,0)12|=, ==
‘ ,m>12]2, 2>3> 0, >12|2, 2>3
combinando con la terza particella abbiamo
3 1
|§7SZ7 1)123, |§a3z; 1)123, ’573z70>1237

dove abbiamo indicato gli stati come |s, s,, $12)123-
Abbiamo quindi per 'autovalore dell’energia E% degenerazione 4 (4 possibili valori di

s,) e per l'autovalore dell’energia E% degenerazione 4 (2 possibili valori di s, con s12 = 1
e 2 possibili valori di s, con s12 = 0).

11



Esercizio 18

Scriviamo 'hamiltoniana in termini delle coordinate del centro di massa X = (my 1 +
mady)/(my + my) e relativa ¥ = &) — 25
P* p L

-+ V(T) + Bll_j . (§1 -+ gg) + B2§1 . §2 s

dove P ¢ I'impulso del centro di massa e p, € I'impulso radiale corrispondente alla coordinata
relativa.

Per rendere diagonale I’hamiltoniana rispetto alla parte angolare utilizziamo la base
degli autostati comuni degli operatori J2, .., L2 5% 52,52 dove J e § sono il momento
angolare totale e lo spin totale

Dr ?
T oM + 2u * 2mr? *

B B
wm+§u LQ*%+§@—§—£)

Gli autovalori dell’hamiltoniana sono quindi

n*B h’B 3
1 2 i

E =Byt (G +1) ~ 1+ 1) = s(s + 1) +

dove con E,; abbiamo indicato I'autovalore della parte radiale dell’hamiltoniana.
Nel caso in cui lo spin totale ¢ uguale a zero (s =0,j = 1):

3
&ﬂzﬂm—zﬁ& g=2j.+1.

Nel caso in cui lo spin totale ¢ uguale a uno (s =1,7 =14 1,1,1 —1):

h? h? h?
Ey—rj=111 = Enl"‘BthH‘ZBz Eso1jm = Enl—Bth-l-ZBQ Es1j=1-1 = Enl_Blh2(l—1)+ZBZ7

sempre con g = 25, + 1.
Esercizio 19

L’equazione di Schrodinger nel sistema non rotante e

dy,t)

1
= ——H, 1),

Senza perdere in generalita fissiamo 'asse di rotazione lungo l’asse z. Lo stato del
sistema al tempo ¢ nel sistema rotante R ¢ dato da

|77D7 >R_e hszthbv >

12



e soddisfa I’equazione di Schrodinger nel sistema rotante

d|¢,t>R o {
WAR — L Haly, the

da cui si ottiene
)

Ll + e H (<)) =~ L Halb, O

e quindi 'hamiltoniana nel sistema rotante e

=2
Hp=H+Lw=2 +V(@)+Lw.
2m

L’equazioni del moto in rappresentazione di Heisenberg sono

.t B . . 2

x:ﬁ[HR,ﬂU]:%—wy; y:E[HR,y]:%—Fwa:; ZZE[HRJ]:%-

1 oV i ov 1 oV
'$:—H’m:— ——7 .:—H’ = x——7 .Z:—H’Z:——'
Vo = p1HR, pal = —wpy— Py = 3 [Hr.py] = wp oy P> = 7 [Hr, ;| o
da cui si ottiene

. : 9 oV . . 9 oV . ov

m = —2mwy + mw e — —; mij = 2mwt + mw'y — —; mz=——.
ox dy 0z

Si riconoscono i contributi alla forza totale dovuti rispettivamente alla forza di Coriolis,
alla forza centrifuga e alla forza reale.

Un insieme di operatori commutanti con ’hamiltoniana nel sistema non inerziale sono
L2 e L, e i rispettivi autostati |E,l,m) sono, in generale, non degeneri.

Esercizio 20

Risolviamo il problema con il metodo algebrico utilizzando gli operatori di creazione d'
e distruzione d.

Partiamo dal caso in cui il momento angolare ¢ nullo, ovvero gli stati con [ = 0 e
osserviamo che l'equazione di Schrodinger per la funzione radiale ridotta dell’oscillatore
armonico tridimensionale isotropo e la stessa dell’oscillatore armonico unidimensionale

2o 1,
——— + —nwr’ | u(r) = Fu(r
le cui soluzioni sono quindi le stesse dell’oscillatore armonico unidimensionale.

La funziona d’onda dello stato fondamentale dell’oscillatore armonico unidimensionale
si puo ottenere dall’equazione

mw . Pr
dol0) = /57 (r+z£w) 0) =0

13



la cui soluzione &

mw 72

u(r) ~ e 2n

Questa soluzione deve pero essere scartata perche non soddisfa la condizione al contorno
per la parte radiale della funzione d’onda u(0) = 0.
Costruiamo percio il primo stato eccitato dell’oscillatore unidimensionale

= djo) = /52 (- 22) o).

da cui si ottiene la funzione d’onda radiale w,,(r) dello stato fondamentale per 1'oscillatore
tridimensionale

mw .2

ugo(r) = (r|l) ~re 2n",

In generale le funzioni d’onda w,o(r) degli stati eccitati dell’oscillatore armonico tridi-
mensionale isotropo con [ = 0 sono le autofunzioni degli stati dispari dell’oscillatore
armonico unidimensionale

2

uno(r) = (r[2n + 1) = (r[(d))*"*1(0) ~ Hapr (r)e” 5"

Per ottenere le autofunzioni che corrispondono a valori del momento angolare diverso
da zero utilizziamo gli operatori di creazione per [ generico

P fmw hl . Dr
g V' 2h ((r+mwr> +me> '

L’autofunzione dello stato con numeri quantici n e [ sara data da

U (r) = (rldid_, ... d}|2n+1) = (r|dld]_, ... d}(d})** o),

dove I’azione di ogni operatore dj fa aumentare di uno il grado del polinomio della funzione
d’onda, quindi la funzione d’onda u,(r) sara un polinomio di grado 2n + [ + 1 per un
termine gaussiano

7mwr2

Upi (1) ~ Papgipa(r)e” 2

La parte angolare della funzione d’onda e data dalle armoniche sferiche, per cui avremo

. 5 Upg\T
b = (Flmsmy = 2y, 9.6)
Esercizio 21
Gli operatori j, risultano essere
. h . h . h
n= 5( Ia2 + agal) yJ2 = —25(04(12 - agal) y J3 = 5(0&@1 + 6@@2),

e le relazioni di commutazione
[H, ja] =0 [jaajb] = Z‘hf':abcjtw

14



ovvero j, rappresenta ’analogo in due dimensioni del momento angolare tridimensionale.
Utilizzando 'espressione dell’hamiltoniana in funzione degli operatori a; e aj»

H= hw(aial + agag),

vy o o o W (H H
]2:‘7%+]§+J§:Z(ﬂ_l>(ﬂ+l)'

Si pud quindi determinare lo spettro dell’hamiltoniana dallo spettro dell’operatore ;2
n(E E
RPjj+1)=—(——-1)—+1
ie0=" (55 -1) (1)

E =hw(2j +1)

con j che puo assumere valori interi e seminteri. La degenerazione dell’autostato con
numero quantico j sara g = 25 + 1.

Lo spettro e la degenerazione che si ottengono separando il problema in coordinate
cartesiane sono

si puo mostrare che

da cui

E=hvin+1), g=n+1 dove n=mn;+ns.

Esercizio 22

In un autostato di energia abbiamo che

=2 222
B = ho(n + 2) = {EH|E) = (BT + V)|B) = (L) + (20,

Derivando 1'uguaglianza rispetto a w

wccli—f = hw(n + ;) = E = (mw?2?) = 2(V),
e quindi

V=2, D=E-(V)=%={V)

Avremo che
G =mE, (@) =——, (7= () =0
mw

e il prodotto delle indeterminazioni risulta essere
E?
2 2] A2 2
A*|Z|A%|p] = 3 =h (n+—

15



Esercizio 23

Gli autovalori dell’energia possono dipendere in generale dalle grandezze in gioco m, k
e h:
E ~m kPR .

Da semplici considerazioni dimensionali otteniamo che

ni=[2]. ween

Percio
[E] — [h2a+'yE67alp672a]
da cui ricaviamo 3 = 2a/p, 1 = —a = B(1 —p/2), e v = —2a.
L’andamento degli autovalori dell’energia e quindi
E ~ 20/ (2=p)yp/(2-p) .2/ (2—-p)
Consideriamo la funzione d’onda N (Ar) e determiniamo la corretta normalizzazione:
2

1:|N|2/ () PridrdQ = ‘AS
0

/ [ (r) [Pr?dr'dS2, IN| ~ A2,
0

I valori medi del termine cinetico e potenziale sono

(T) h2|N]2/ (IO (8—2 + %82> Y(Ar)r?drdQ) =

—h2|N]2)\/OOw(T’)* o +zi Y (r')r?dr'dQ = a con ¢ >0
0 ar’? ' or! A2’ ! ’

o —k
= |N]2/0 w(Ar)* (F) Y(Ar)r2drdS) = —%, con ¢y >0,
Se p > 2 il valor medio dell’hamiltoniana sugli stati con funzione d’onda ¥ (Ar)
C1 (&)
W=xw

tende a —oo per A che tende a zero. L’hamiltoniana non € quindi limitata inferiormente
e non esiste uno stato fondamentale. Il problema non ha senso fisico, rappresenta una
particella che cade nel centro di forza e non puo piu uscirne in quanto serve un energia
infinita per estrarla.
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Esercizio 24

0= (g5 H)) = 7[5 V@)) + (4,52 m)] - 7) = ({a- (<ihVV (@) + b5 /m})

da cui

Esercizio 25

& k
(r*) = /wmo(?",e, O) 1" 100(r, 0, 9)di = %/ rht2e=2r/a0 gy — 1 <@) (k+2)!
ap Jo 2\2

dove ag = h?/(mZe?) ¢ il raggio di Bohr.
Abbiamo quindi che

Esercizio 28

Le soluzioni nelle regioni 0 < x < b e 0 > x > b sono rispettivamente

N em(E V()
Vele) = Y2m(E — V() ( ¢ h "

N
N——

N mE V)
) = e E V@) (/_bd h " >

Per simmetria del problema le costanti di normalizzazione N e N’ devono essere uguali a

meno di un segno N = +N'.
Imponiamo che le due soluzioni coincidano per x = 0, avremo che

IS

0 d.f’

/ bdx/ / d —
TVEIE V@) + [ GamE V@) +§ =,

—b

e quindi utilizzando la relazione £ =V (b) = D(b — a)

(= 1) =25 (=3 (- Bemn)”

da cui per grandi valori dell’energia £/(Da) > 1

9r2r2 D2\ /2
En~p?3 (22 .
" < 32m )
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Esercizio 29

L’hamilotiniana del sistema puo essere scritta nel seguente modo
e
H=Hy+AV =Hy+0O(r—R)— (1 —e )
r

dove Hj ¢ 'hamiltoniana dell’atomo di idrogeno

) 2
H():p——q—
2m r

La correzione al prim’ordine all’energia dello stato fondamentale e quindi

6721"/(10

™ 2 o) 2
ESY = (100|AV[100) = / sin Adf / do / P2 (1 — e Ry S
0 0 R r

Tag

2 —2R/a0)\ R A
T A ., Ado
- (1 — aph/2)? <1+ w T (HR/"O)) ’

dove ¢ stata usata la funzione d’onda dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno

— — - —7r/a 1
(€]100) = 1P100(Z) = Rio(r)Yoo(0, @) = ay 3/226 / 0E7 con  ag = hz/(mﬁ?)'

Si puo verificare che nel limite A — 0 la perturbazione svanisce e la correzione all’energia
e nulla

lim B = 0.
A—0

Esercizio 30

L’hamiltoniana del sistema ¢ data da

q2
H:H0+AV:HO——
r

dove Hy e 'hamiltoniana dell’atomo idrogenoide

-2 2
Ho—T+v =2 20
2m r

e vogliamo trattare 'aumento di carica del nucleo come una perturbazione.

Per prima cosa osserviamo che la perturbazione e indipendente dalle variabili angolari,
0 e ¢, e pertanto non rimuove la degenerazione dell’energia rispetto ai numeri quantici [ e
m

(nI'm/|AV|nlm) =0, se [#1' o m#m'.
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Gli autostati del problema imperturbato sono anche autostati del problema perturbato
e la correzione dell’energia dell’'n-esimo stato ¢ data da

1
EW = (nlm|AV|nlm) = —q2<nlm|;|nlm) :
Utilizzando il teorema del viriale
2(nlm|T|nlm) = —(nlm|V|nim)

abbiamo che

1 Zq? 1
EY = (nlm|H|nlm) = (nlm|T|nlm)+(nlm|V |nlm) = §(nlm|V|nlm> = _Tq< Im|=|nlm) ,
r
da cui A
g0 _ 2 po _ _mZe
" zZ " h2n?
Risolvendo il problema esattamente otteniamo per ’energia dello stato n-esimo
E, = _m(Z £ 1%
2h%n?

L’errore relativo che si ottiene utilizzando la teoria delle perturbazioni al prim’ordine e

EOAEY —E 1 25
E, (Z+1)2 '

Esercizio 31

L’hamiltoniana del sistema ¢ data da
H = Hy+ AV = Hy— e|E|z

dove Hy e 'hamiltoniana dell’atomo di idrogeno

=2 2
Ho=T+v=21 _19,
2m r

Gli autostati del primo stato eccitato n = 2 (del problema imperturbato) sono: |2,0,0)®,

12,1, 1)@, 12,1,0, |2,1,-1) con autovalore By’ = — g, = — £ (g = 4).

Per calcolare la correzione al prim’ordine all’energia E;l) dobbiamo considerare gli
elementi di matrice (2,1’ m/|AV(2,1,m)©.
Sotto trasformazione di parita abbiamo che

O 1" m/|2(2,1,m) O = O 1! m!|PIP2PIP(2,1,m) @ = (-1)!H O 21 m/|AV|2, 1, m)©
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da cui
@1, m'|2]2,1,m)D =0 se 141 & pari

inoltre siccome [L,, 2] =0
0= @1 m|[L., 2]|2,1,m)® = B(m' —m) @2, 1", m/|2[2,1,m)®

da cui
O 1" m!|2|2,1,m)» =0 se m#m'.

L’unico elemento di matrice non nullo e pertanto

s 2m 00
©42,0,0/AV[2,1,0)© = —q\ﬁ\ / sin 9d9/ d(b/ r2dr Vi (1,0, d)1 cos 0 o (r, 0, ¢) = -3ag ,
0 0 0

dove per svolgere 'integrale abbiamo utilizzato

Uaoo(r, 0, ¢) = Rao(r)Yoo(0, ¢) = (2a0) /2 (2 _ aio) er/@ao)\/%_ﬂ ,

r 3
Ya10(r, 0, ) = Ra1(r)Y10(0, 0) = (2@0)_3/2\/—T%6_r/(2a°)\/ ECOSQ,

e 1 seguenti integrali (Che si possono dimostrare integrando ripetutamente per parti)
o0 o0
/ rle ™ rdr = 24 /K5 / e dr = 120/k° .
0 0

Utilizzando la base

12,0,0)
(0)
o _ | 12.1,0)
|27l7m> |2’ 171>(O)
|2a 17_1>(0)
abbiamo che
0100
- 11000
(0) (0) _

<2a l,m|AV|2, lam> 3a0Q|E| 0000
0000

Diagonalizzando la matrice della perturbazione otteniamo I’autovalore Ay = 0 (con molteplic-
ita due) e gli autovalori Ay = +3apq|F| e la base di autovettori che diagonalizza la matrice
della perturbazione sara

(12,0,0)9 +12,1,009)/v2,  (12,0,0)@ —|2,1,00)/v2, |2,1,1)@, |2,1,-1)(.

Abbiamo quindi un sottospazio di dimensione due che non viene modificato dalla per-
turbazione e un sottospazio di dimensione due in cui la perturbazione rimuove la degen-
erazione. Le energie (corrette al prim’ordine) degli stati con n = 2 in presenza della
perturbazione sono quindi

By = Eéo) (9=2), Eypy= Eéo) +Ar (9=1), Ep- = Eéo) +A- (g=1).
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L’elemento di matrice dell’operatore momento di dipolo d= qZ nello stato fondamentale
in assenza di perturbazione ¢ nullo per parita (assenza di momento di dipolo permanente):

©(100|d |100) = ¢ @(100|#100)© = ¢ @ (100|PIPZPIP|100)@ = —¢ ©(100|Z|100)® = 0.

Calcoliamo la correzione al prim’ordine allo stato fondamentale

nzm|z]100> 0 ©)¢ nlO|z\100> 0
100)® = —g| E] [nim)© = —q|E] [n10)®
Z £ - B 2 e £
1=2k+1

dove le regole di selezione (I dispari e m = 0) derivano da quelle ottenute nella prima parte
dell’esercizio.
In definitiva il momento di dipolo al prim’ordine indotto dalla perturbazione e

) . ©)(ni0|2|100)© |2

0 1) (1) _ ‘ <n z

(d) = (1(100[+ D (100]) d (100)+[100)) = | 0,0,—2¢|E| £O _ 5O
n>2 1 n
1=2k+1

Esercizio 32

Dal momento che |k; — ko] < 2\ abbiamo che w = w; ~ wy (w? = k;/m), ovvero il
sistema e quasi degenere.

La perturbazione scritta in termini degli operatore di creazione e distruzione e

A
(a; + al)(ay + a;r/) .

H = \vy =
2mw

Il livello fondamentale dell’hamiltoniana imperturbata e E 9 — hw e lo stato fonda-
mentale (nella base |[ny,n9)) € 0,0) .

1 primo livello eccitato & due volte degenere Efo) = 2hw con autostati |1,0), [0,1).
Consideriamo l'effetto della perturbazione nel sottospazio degenere

<1\H’|1>=%(%), dove |1>:(I(1)(1);)

1 cul autovalori sono

E’( ) 4 hA
2mw’
quindi la correzione al primo livello eccitato e
hA
EY + EY = 2hw + ——
2mw
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(0)
2

Il secondo livello eccitato ¢ tre volte degenere Fy’ = 3hw con autostati |2,0), |0,2),
|1,1). Consideriamo 'effetto della perturbazione nel sottospazio degenere

010
e p—

20)
101 ], dove |2) = | |11)
Vamw \ g1 |02)
1 cul autovalori sono
A
EM =40

Y

_hA
mw
quindi la correzione al secondo livello eccitato e

A
EQ 4+ ED —3pu+ {0
A

mw
Il problema puo anche essere risolto esattamente disaccoppiando 'hamiltoniana. Effe-
tuiamo il cambio di variabili
x=Xcosf+Ysind,

y=—Xsinf+Y cosd,

e imponiamo che i termini misti XY nel potenziale si annullino. Cio si ottiene scegliendo

0 1 tan 2
= —ar .
R

Nelle nuove coordinate I’hamiltoniana e quella di un oscillatore armonico bidimensionale
disaccoppiato

H=T+5 (%X +03y?)

dove mQ% = %(k’l + k‘z) — % (kg — k1)2 + 402 e mQ% = %(/{71 -+ kg) + %\/(lﬂg — k1)2 + 4N2.
I livelli di energia sono quindi

1 1
Enl,ng = th (nl + 5) + hQQ (712 + —)

2
che per w; ~ wsy, sviluppando al prim’ordine in A

Enyny = hw {(nl +mng+1) —

A
2mw? (m1 = nQ)}

da cui seguono i risultati ottenuti in teoria delle perturbazioni.
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Esercizio 33

Utilizzando la regola d’oro di Fermi la probabilita che il sitema subisca una transizione
dallo stato fondamentale ad un generico stato eccitato (n # 0) nel limite di tempo infinito
e

1 o0 i 2 1 00 , Ah(a+aT)2 2
= = 7 (En—Eo)t 2 —bt _ = (inw—byt s, (W& T &)
= (—Qmw) / dt e(an—b)t (\/§<2|2>5n,2> = <%) / dt ﬁe(sz—b)t
’ 0
A2 1

2m2w? 4w? + b2
Esercizio 34

Utilizzando la regola d’oro di Fermi la probabilita che il sitema subisca una transizione
dallo stato fondamentale ad un generico stato eccitato e

2 2

1

5n15l15m0E2
= ﬁ =

t X t . ’ ’
P(t) / dt'enEn =Bt (nim|(— Ez cos(wt)e ¥7)|000)| = / dt' e Br—Eo)t [ho=t'/7
0 0

2mwh

dove, sapendo che 'autofunzione dell’oscillatore armonico per lo staton =71=1,m =0 ¢

V110(r,0,0) = \/ QmTwT cos 0o 0,0(r, 0, @), con Yo o(r, 0, ¢) = (%)3/4 6‘"‘“’"2/(%), abbiamo

| h | h
(nlm|z|000) = (nim|r cos #|000) = M(nlmHlO) = %5n15115m0.

Nel limite ¢ > 7, risolvendo l'integrale otteniamo
E?7% (1 + 2w?r?)% + w?r?

P(t) = 0mdundm 2mwh (1 + 472%w?)?

Esercizio 35

Nel caso di bosoni tutte le particelle sono nello stato fondamentale di singola particella:
I’energia dello stato fondamentale del sistema &

N
Ef' =Y Ey=NE,
=1

la funzione d’onda dello stato fondamentale del sistema, simmetrica per scambio di parti-
celle, e

U (T, o, T3) = o (T1) 1o (T2) 1o (Ts) -
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Nel caso di fermioni I'energia dello stato fondamentale del sistema ¢

N
E(t)Ot:ZEi—l =ky+ Ey - En_q,

i=1

la funzione d’onda dello stato fondamentale del sistema, antisimmetrica per scambio di
particelle, e

Esercizio 36

L’hamiltoniana puo essere scritta come

i P31 B o 5
H:ﬁ+2—2+2mw(ﬂc%+x§)+§(32 5t —57)

dove § e 'operatore spin totale a cui corrispondono gli autovalori

B 3
Enl-‘rnz,s = hw(nl +no + 1) + 5712 <S(S + 1) — 5) .

Lo stato fondamentale ha autovalore di energia Fyo = hw — %Bﬁ?, di spin totale s = 0
e funzione d’onda (antisimmetrica per scambio dei fermioni)

wo(ml)wo(xz)X0,0

dove 9y(z) ¢ l'autofunzione dello stato fondamentale dell’oscillatore armonico, e g ¢ il
singoletto di spin. Il primo livello eccitato ha autovalore di energia E) o = 2hw — %BHQ, di
spin totale s = 0 e la funzione d’onda (antisimmetrica per scambio dei fermioni) ¢

1
V2
dove 11 () & 'autofunzione del primo stato eccitato dell’oscillatore armonico.
Notiamo che 'autovalore di energia Ey; = hw+ %ﬁz non fa parte dello spettro perche gli

corrisiponderebbe una funzione d’onda simmetrica per scambio di fermioni (parte spaziale
simmetrica e tripletto di spin).

(Y1 (21)v0(22) + Yo(x1)11(22)) X0,0

Esercizio 37

Passando alle coordinate del centro di massa X = (Z1 + T3)/2 e relativa & = ¥ — T
I’hamiltoniana diventa

PQ ﬁ? B . . .
H = 2M+ﬂ+ u(\/_w) 5(32—512—322)
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dove M =2m e p=m/2 e § & 'operatore spin totale.
Lo spettro di energia ¢ quindi

B
E:ECM+h\/§w<N+g> +§h2 (s(s+ 1) — ;) ,

dove Ecyy € 'autovalore corrispondente al moto del centro di massa del sistema. Fissata
I’energia del centro di massa, la degenerazione dello spettro di energia e

g=02s+1)(N+1)(N+2)/2.
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